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Page 3, formules (A,), au lieu de dx, dy^ lisez partout dx\ dy' et, dans i 'ex- 

/'*• N' /•*'%' 

pression de v^ au lieu de j =7g7 dy^ lisez j ^7^, dy'. 

Page 4, formules ( A,), dans la dernière intégrale de l'expression de a, remplacez 
ds' par dy'\ dans la dernière intégrale de l'expression de Vf remplacez ds' par dx' 
et aux limites de l'intégrale les lettres y^ et y respectivement par celles ar^, x. 

Page 353, 4* ligne en remontant, au lieu de ces mots : a le sommet b de l'arc 
C », lisez • le sommet C de l'arc ». 



ERRATA SUPPLÉMENTAIRE DE LA 11° PARTIE. 

Page 148, 2* ligne, supprimez le signe — dans le troisième membre de l'équa- 
tion. 

Page 230, ligne 17, au lieu de /,_,, lisez /•. 

Page 238, formule (26), les trois derniers ternies du second membre doivent 
être divisés par /. 

dI 3 ■» r 

Page 23o, formule (27), au lieu de 4- et -/?/, lisez respectivement - pL ^ ni. 
Page 278, au lieu de /, lisez partout /'. 
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CHAPITRE I. 

ARCS REPOSANT SUR ROTULES OU TOURILLONS FIXES SANS ENCASTREMENT. 

§423. 

BAFPELDES FOBMULES F0HDA1IE1ITALE8 RELATIVES A LA FLEHOIT PLANE ET 
COIVEITIOHS 8ÏÏR LES SIftIES (* ). — Nous supposerons, pour fixer 
les idées, que les arcs considérés sont supportés, quoique les for- 
mules obtenues s'appliquent aussi bien aux arcs suspendus non 
flexibles (^). 

Nous prendrons généralement Taxe des x horizontal et dirigé 



( ') Voir a* Partie, Scclion I, Chap. I, § 294. 

(») Pour ces derniers, il est commode de prendre l'axe des^ suivant la verticale 
descendante, comme nous l'avons fait pour les poutres droites; pour les arcs sup- 
portés, il est préférable de prendre cet axe ascendant. Il en résulte, si l'on con- 
serve le sens des aiguilles d'une montre pour les rotations et moments positifs, que, 
dans le cas des arcs suspendus, on devra changer les signes des lettres .M, û; iM', 
Û'; .M,, ii, dans les formules de ce paragraphe. 

ni I 



SECTION. — CHAP. I. 



de gauche à droite, Taxe des y vertical ascendant. Nous compte- 
rons les moments positifs de gauche à droite, soit des y positifs 
vers les x positifs. 
Désignons par 



u. 



les composantes parallèles aux axes de coordonnées du déplace- 
ment élastique d'un point G de la fibre moyenne, dont les coor- 
données, lorsque cette fibre a sa forme naturelle, sont x et y; 
Par 

12 

Tangle dont a tourné la section de Tare passant par ce point, 
angle compté positivement lorsque la rotation s'efieclue de gauche 
à droite ou des^ positifs vers les x positifs; 
Respectivement par 

M, N, T, I, S, E, ^E 

le moment de flexion, la compression de la fibre moyenne, Teflort 
tranchant, le moment d'inertie, Taire et les coefficients d'élasti- 
cité longitudinale et transversale dans la section considérée ; 

Par des lettres portant l'indice zéro, les quantités se rapportant 
à un point particulier Go de la fibre moyenne, choisi une fois 
pour toutes, mais arbitrairement, à la gauche du point G; 

Par des lettres accentuées les quantités qui se rapportent à un 
point quelconque G' compris entre G© et G ; 

Par Sq, s' et s les longueurs des arcs compris respectivement 
entre les points Go, G', G et une origine fixe, ces longueurs comp- 
tées positivement de gauche à droite, en sorte que So=o si le 
point Go est pris comme origine des arcs ; 

Par 3 le coefficient de dilatation, par la chaleur, de la matière 
qui constitue l'arc ; 

Par T sa température comptée en prenant la température de 
pose pour zéro de l'échelle ihermométrique, ces deux grandeurs 
étant supposées constantes dans toute l'étendue de l'arc. 

Nous rappellerons que nous entendons par moment dejlexion 
en un point G la somme des moments, relativement à ce point, 
des forces agissant à sa gauche, de sorte que les moments de 
flexion positifs sont ceux qui tendent à ouvrir l'arc s'il est supporté 
(ce serait l'inverse s'il était suspendu); la compression N de la 
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fibre moveone au point G est la somme des projections des mêmes 
forces sur la tangente à la fibre moyenne en G, cette somme 
comptée positivement dans le sens des s positifs ou de gauche à 
droite, de façon que N est positif si l'arc est réellement comprimé, 
négatif dans le cas contraire ; TefTort tranchant T est la somme 
des projections de ces mêmes forces sur la normale à l'arc, la nor- 
male positive étant telle que, dans la section parallèle à l'axe des j^) 
son sens soit celui des ^ positifs, soit le sens ascendant ; il en ré- 
sulte que le sens de la normale positive en un point est celui qui, 
en parlant du point, s'éloigne du centre de courbure si l'arc est 
supporté ou tourne sa concavité vers le bas et, au contraire, celui 
qui va vers le centre de courbure si l'arc est suspendu. 

De ces diverses combinaisons il résulte que, dans les formules (Ao) 
du § 296 on doit adopter les signes inférieurs et qu'elles deviennent 

Sq 

] /** M' 

(Ao) < (. =i«Q— Qj,(ar — Xo)-+- j -^rj; i-r — x')ds' 

*■ s» 



Si l'on néglige les effets de la température, ceux de l'effort 
tranchant et de la compression de la fibre moyenne devant ceux 
de la flexion, il vient 

u = «0-+- ^ayy —Jo.) — / ï;rT7( j — r ; ds , 

/* M' 
^,{x — x')ds', 

r' M' , , 
" = "•-.( ET''*- 

Si le point G^ est fixe et est pris pour origine des coordonnées, 
on aura 

Wo= i'o = o, 



4 
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On peut d'ailleurs faire sortir :r et ^ des signes d'intégration, 
puis supprimer les accents sous les signes d'intégration, ce qui ne 
change pas la valeur des intégrales définies, celles-ci ne dépendant 
que des limites d'intégration et non du mode de désignation de la 
variable par rapport à laquelle on Intègre, de sorte qu'on aura 



(A') 



ou 



(A') 



« = ay -h f -g^ ds, 

Sa 
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■' M 



= U. -./ ~ds. 



Si l'on appelle X et Y les sommes des projections, sur les axes des 
X et des y, des forces qui agissent à la gauche du point G, on a 



(O 



as ils 

T r. - X ^^ -f. Y ^^- 
tis ils 



Par suite, les formules (Ao) deviennent, par une transformation 
facile et en observant que f - .- j + ( "7 ) = ' > 

/•* M' 

i£ = Mo -h Qo (y —j'o ) -4- oz{x — ^0 ) — f j^,-p (/ — j' ) ds' 



r* X' r^ / • I \ T' 



(A,) 



' M 



r M 

i» =Co— i2o(j^— •ro)-4- ût(7— jo)-H ^ Y,p(a'--x')c/5' 
/•* M' 
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Si l'on néglige les termes contenant TefTort tranchant 

s ^, 



(A,) 






* ILf/ 






Rappelons enfin que 

" ~ ()v "" dx 

Par suite, à cause de (c), 

ÔM cLr <)M dy _ dM 
~" dj7 i/5 ^y ds ds 

§ 424. 

Théorème foitdameiïtal. — Si^ aux divers éléments ds d''un 
arc de section et d'élasticité constantes ou variables, soumis à 
des charges quelconques (verticales ou non) et reposant sans 
encastrement sur deux tourillons fixes S. et ^ de niveau ou 

non, on applique des forces fictives p-r ds^ parallèles à la corde 

AB, dirigées dans un sens arbitrairement convenu ou en sens 
contraire, suivant que M est positif ou négatif, leur résultante 
coïncide avec cette corde ( * ). 

Pour le démontrer, prenons la droite AB {fig^ A, page 8) pour 
axes des x, le point A pour origine et Taxe des y perpen- 
diculaire à \x (^). 



(«) Ce théorème suppose qu'on néglige l'cfTort tranchant et la compression de 
la fibre moyenne. 
(') En général, les points d'appui A et B sont les extrémités de Tare; mais le 
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La composante u du déplacement élastique d'un point quel- 
conque de la fibre moyenne ayant a: et ^ pour coordonnées est 
fournie par la première des équations (A") du § 423 

Si on l'applique en particulier au point B, dont l'ordonnée y est 
nulle, on voit que son déplacement suivant la corde AB est 

l'intégrale étant prise dans toute la longueur de l'arc comprise 
entre A et B et, comme le point B est fixe, on a, en ce point, w = o 
et par suite 

qui signifie que la somme des moments de forces fictives ^-rrp pa- 
rallèles à la droite AB par rapport à tout point de celle-ci est nulle, 
que, par suite, il en est de même du moment de la résultante de 
telles forces, ce qui indique que cette résultante coïncide avec la 
corde elle-même. 

Remarques, — On voit que la démonstration ne suppose pas 
nécessairement que A et B sont les deux extrémités de l'arc. Celui- 
ci pourrait se prolonger au delà de ses appuis sans que le théo- 
rème cessât d'être vrai. Les forces — ^-p ne seraient, dans ce cas, 

toujours à appliquer qu'à la portion d'arc comprise entre A et B. 

Dans les applications nous supposerons que ces deux points 

sont les extrémités de l'arc. Si l'arc est d'élasticité constante, de 

section constante ou variable, le théorème s'applique à des forces 



théorème précédent subsiste quels que soient ces points, même si Tare se pro- 
longe au delà de ses appuis ou de Tun d'eux. Mais, dans ce cas, les forces _.- • 

cil 

ne doivent toujours être appliquées qu'à la portion de Tare comprise entre A et B. 
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fictives ^ds et l'équation (2) devient 

(2') J jjrds = 0. 

m 

Si, en outre, il est de section constante, le théorème s'applique 
à des forces fictives Mds et l'équation (2) devient 

(a') fyixds = o. 



425. 



EXPBE88I0H DE LA POUSSÉE. — Soient {Jiff- A, page 8) 1, 2, 3, 4, 5 
les charges supposées verticales qui agissent sur un arc ACB posé 
sur deux tourillons de niveau A et B. Le polygone des pressions 
est (§ 69) un des polygones funiculaires de ces charges assujettis 
à passer par les points A et B. Soit A. 1.2. 3. 4. 5 B ce polygone 
dont la distance polaire inconnue mesurée à l'échelle des forces 
représente la poussée q de l'arc. 

Le moment de flexion M en un point quelconque G est égal 
(§ 198) au produit de cette distance polaire par la portion d'or- 
donnée Ç comprise entre le polygone des pressions et l'arc, cette 
portion d'ordonnée étant comptée positivement ou négativement 
suivant que le polygone est extérieur ou intérieur à l'arc. Ainsi 

(3) M=^Ç, 
ou 

z tly désignant les ordonnées du polygone et de l'arc comptées 
depuis leur corde commune AB. 

Traçons {fig* A© et a) un polygone funiculaire des forces 
données entièrement arbitraire sco1o^o3o4o5oPo7 ^^ distance po- 
laire <7o choisie selon les convenances de l'épure, et prolongeons-en 
les côtés extrêmes jusqu'à leurs rencontres avec les verticales A 
et B en ao et ^q ; soit z^ son ordonnée comptée depuis la corde ao ^o* 
On a identiquement (§43 bis) 

(4) qz = qQZ^. 
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// 



«e-' 



expression où tout est connu sauf la constante q. Pour ia déter- 
miner, il suffit d'appliquer le théorème du paragraphe précédent 
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OU de porter cette expression dans Téquation (2), ce qui donne 
... rzods Cyds 

(5) ^^J ^Êr^=^J- 



£1 



7- 



L'intégrale du premier membre représente la somme des mo- 
ments par rapport à un point de la corde AB de forces horizontales 

z ds 

—j-j toutes de même sens (puisque Zq ne change pas de signe), 

appliquées à tous les éléments de Parc. Celle du second membre 

représente la somme analogue pour des forces horizontales ^~ • 
Toutes ces forces sont connues. 

Remarque, — La valeur commune des deux membres de (4) 
n^est autre que le moment de flexion [jl que détermineraient les 
charges qui agissent sur Tare, si elles agissaient sur sa corde re- 
gardée comme une poutre posée sur appuis simples à ses extré- 
mités, de sorte que la formule (4') peut encore s'écrire 

(4') M = [x — ^j, 

expression qu'on pourrait écrire directement en observant (§ 61) 
que les réactions verticales des culées d'un arc posé sur rotules, 
sous l'influence de charges quelconques, sont les mêmes que si ces 
charges agissaient sur la corde de l'arc regardée comme une poutre 
simplement posée sur les culées. 

Si l'on porte l'expression (4') dans la -formule (2'), on obtient 
encore pour définir la poussée, l'équation 

1 J El 

' ry^ds 

J "El" 






qui ne diffère pas au fond de celle (5). La première est plus 
commode pour les applications graphiques, la seconde pour 
l'emploi des méthodes analytiques. 
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§ 426. 

MÉTHODE ftÉHÉBALE POUR LA DÉTEBMDIATIOH ftBAPHiaUE DE LA POUSSÉE 
ET DU POLTSOIE DES PBESSIOHS D'UN ABC DE SEGTIOH GOHSTAHTE OU VA- 
RIABLE. — Pour appliquer la formule (5) graphiquement, concevoDS 
qu'on divise l'arc en un certain nombre de parties égales de lon- 
gueur commune A^ et remplaçons approximativement les inté- 
grales par des sommes. L'équation (5) deviendra, en supprimant 
le facteur A^ commun à tous les termes des deux nombres. 



<«) ^•2m->' = ^2é 



7. 



Le coefficient de qo représente la somme des moments, relative- 
ment à un point de la corde AB, de forces horizontales toutes de 
même sens, appliquées aux points de division de Tare et de gran- 
deurs connues^ 



El 



De même, le coefficient de q représente la somme des moments 
analogues de forces a^'ant les mêmes lignes d'action que les précé- 
dentes, toutes de même sens et de grandeurs connues, 

y_ 

El' 

Ces deux sommes de moments peuvent aisément se représenter 
par deux longueurs. Pour simplifier l'épure, nous supposerons, ce 
qui a lieu généralement, que Tare considéré ACB {fig- A, page 8) 
soit de structure symétrique par rapport à la verticale CD de son 
sommet, les charges pouvant ne pas être symétriques (* ). 

Désignant par Zq et z^ les ordonnées déterminées dans le poly- 
gone funiculaire ao^o par deux verticales symétriquement placées 
par rapport à CD, on aura 



^El-^^Jd 



El •^' 

AC 



(*) La méthode graphique s'étend sans difûculté à des arcs de structure dissy- 
métrique. 
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la seconde somme ne s'ëlendant qu^à une moitié de Tare, par 
exemple, à la moitié AC. 
De même, 

la seconde somme ne s'étendant aussi qu'à la moitié de l'arc; nous 
prenons la seconde moitié GB. 
Donc l'équation (6) devient, dans le cas d'un arc symétrique, 

AC BC 

Remarque, — Dans chacune de ces deux sommes, le terme qui 
se rapporte au sommet G doit être réduit à la moitié de sa valeur; 
car la force unique agissant sur l'un des points de division c, rem- 
place les forces continues qui agissent sur chacun des deux demi- 
iotervalles c/C/_i et CiCi^^. Au point G il n'y a qu'un de ces demi- 
iatervalles, puisqu'on ne considère qu'une moitié de l'arc. 

Geci étant, nous supposons que le nombre de parties dans les- 
quelles on a divisé l'arc soit, en général, pair et que sur la figure 
ce nombre soit douze, les points de division étant 

C; Cl, 6| ; Ci, bt\ . .., C5, 65. 

Pour construire la somme ^ vf\^ ^ ^^ point G, on devra, en 
vertu de la remarque ci-dessus, appliquer une force 

I <5o ~H 5q Zçt 

•I 2 Kl ■ ÏËÏ' 

z^ étant l'ordonnée découpée dans le polygone ao P© par la verli- 
cale IG, et E et I étant les valeurs du coefficient d'élasticité et du 
moment d'inertie de l'arc en son sommet; au point Ci une force 

horizontale ^ ... ^ 1 z^ et^'^, désignant les ordonnées découpées par 

les verticales symétriques c et 6; E et I étant les valeurs du coeffi- 
cient d'élasticité et du moment d'inertie en chacun de ces deux 

points; de même, en C2, C3, C4, 

Sans entrer dans le détail des opérations, qui seront précisées 
par un exemple, concevons : 1° qu'on forme le polygone de ces 



tt 
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forces en les portant bout à bout, à une échelle quelconque, sur 
la demi-horizontale DA à partir du point D. Soit D yo 1^ longueur 
du polygone ainsi formé; a° qu'on construise le polygone funicu- 
laire de ces forces en prenant un pôle arbitraire O sur la verti- 
cale DC et ce même point O pour point de départ du polygone, 
en sorte que son premier côté OC coïncide avec le premier rayon 
polaire OD. Soit OCy ce polygone dont les sommets sont sur les 
lignes d'action des forces, soit sur les horizontales C; C164; 
C262Î ...,^565; Y désigne le point d'intersection du dernier côté 
avec la corde. 

Si d= OD est la distance polaire, on a (§ 119) 



AC 



^^,V=rfx,D. 



En faisant la même opération sur les forces pr appliquées sui- 
vant les mêmes horizontales, les portant bout à bout dans la di- 
rection DB à la même échelle que les précédentes et construisant 
le polygone funiculaire C^ de même pôle O, on aura 



2 

RC 



|j^' = ^xpD. 



Par suite, l'équation (7) devient, en supprimant le facteur 
commun d^ 

qui fournit q par la construction d'une quatrième proportionnelle. 
Pour l'obtenir, joignons le point O aux points |i et y. Prenons 
D/ii égal à la distance polaire qQ=iOh {^fig. a). Menons (/iff. A) 
la verticale Ai /i2 jusqu'à sa rencontre en 7*2 avec O^, puis l'hori- 
zontalc A2D' y' jusqu'à sa rencontre avec Oy» On aura 5^ = D'^, 
cette longueur étant naturellement mesurée à l'échelle des forces 
adoptée sur layî^. a pour les charges données. 

Remarque I, — On peut, si on le veut, se dispenser de construire 
cette quatrième proportionnelle en observant que, la distance po- 
laire qti du polygone ao^o {fig- «) étant arbitraire, on peut com- 
mencer, avant tout, par déterminer (Jig* A) la longueur ^D qui ne 
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dépend que de la structure de l'arc et non des charges qu'il porte 
et qui esta trouver une fois pour toutes, puis prendre pour la dis- 
tance polaire y© du polygone funiculaire a© p© des charges réelles 

(8) 7o=pD, 
d'où résultera directement 

(8') y = ïD. 

S'il était plus commode de prendre q^ égal à un multiple ou 
sous-multiple simple n de pD, en sorte que 

(9) <2ro=nxpD, 
on aurait de même 

(9') <7 = nxifD. 

Remarque II. — Si l'arc est très surbaissé, il suffit d'amplifier 
les ordonnées y des points de division G; c^, 62*» ^3? 63 ? • • • dans 
un rapport arbitraire A*: i et de supposer des forces 

2EI ^ El' 

appliquées aux extrémités des nouvelles ordonnées. Cela aura pour 
effet de multiplier par A* les moments de toutes ces forces; par 
suite, le rapport des sommes de ces moments, rapport qui entre 
seul dans l'équation (6) et celles qui en sont déduites, ne sera pas 
modifié. 

Remarque 111. — Si l'arc est d'élasticité constante, son coeffi- 
cient d'élasticité E disparaît en facteur commun de toutes les équa- 
tions, et c'est sur les forces 

f^-^fi Cl f 
2I I 

qu'on aura à opérer 

Si l'arc est en même temps de section constante, le moment 
d'inertie I disparaît également, et c'est sur des forces égales ou 
proportionnelles aux ordonnées 

directement mesurables sur la figure, qu'on aura à opérer. 
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Pour les premières, soient (/ig- A©) Zq et z'^ deux ordonnées 
équidistantes delà verticale O'; joignons leurs extrémités supé- 
rieures; l'ordonnée comprise entre cette ligne de jonction et la 
corde, déterminée par la verticale CK, est évidemment la demi- 
somme 

'*'0 -^ -Sq 



•Â 



Remarque IV, — Le pôle du polygone funiculaire ao^o? dont 
la distance polaire q^ peut être prise quelconque à moins qu'on 
se la donne en mettant à proGt la remarque I, est lui-même arbi- 
traire. Nous le prendrons généralement, avec Eddy, sur la perpen- 
diculaire au polygone des forces menée par le point de division 
qui sépare les deux forces limitrophes de la verticale du sommet 
de Tare. S'il passe une force par ce sommet, on prendra le pôle 
sur la perpendiculaire au polygone des forces, menée par le 
milieu du côté de ce polygone représentant la force agissant au 
sommet de l'arc, ici {fig- a) le pôle O serait sur l'horizontale 
menée par le point 3.4 à la distance O h = y© jugée convenable. 
Le côté So.^io du polygone funiculaire qui joint les deux forces li- 
mitrophes de la verticale du sommet de l'arc est donc horizontal. 
Les-côlés 3o.2o, Sq.Io, loo^o sont parallèles aux trois rayons po- 
laires placés au-dessus de l'horizontale Oh et les côtés 4o.5o, So^o 
parallèles à ceux placés au-dessous de cette ligne. On peut, par 
suite, supprimer la figure a et l'annexer à celle Ao en prenant 
pour pôle le point O' où la verticale qui passe par le sommet 
de l'arc coupe le point 3o.4o. A cet effet, prenons 

O'h! = 0'h''=Oh = q^. 

Sur la verticale du point h' placé à la droite de O', portons les 
forces 4 et 5 agissant de ce côté du sommet de l'arc en commen- 
çant par la plus voisine du milieu de l'arc. 

De môme, sur la verticale du point h", portons, bout à bout, 
les forces 3, 2, i en commençant aussi par la plus voisine du milieu. 

Les rayons polaires issus de O' et allant vers les points de divi- 
sion des deux portions h' et h" du polygone des forces donnent 
les portions correspondantes du polygone funiculaire. 

Si la charge agissant sur une moitié de la poutre, par exemple, 
sur la moitié de gauche, est uniforme, la portion O'ao du polygone 
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funiculaire devient* un arc de parabole el, comme sa tangente en 
O' qui remplace le côté 0'3o est horizontale, ce point O' est le 
sommet de la courbe, quelles que soient les charges agissant sur 
la moitié de droite. 

§427. 

AFPUCiTIOI A UM ARC DE SEGTIOI GOISTAHTL — Considérons un arc 
circulaire ACB (Jig» A, PL JCJCJCIIl) dont la portée soit 

AB = 160"», 

et la flèche CD = 42", 5o. Ce sont les dimensions de l'arc du beau 
pont établi par MM. Eiffel et Seyrig sur le Douro à Porto. Nous 
le représentons à l'échelle de i""" par mètre. 

Nous le supposerons d'abord soumis à une charge uniforme sur 
sa moitié de gauche et entièrement vide ou dépourvu de charge sur 
sa moitié de droite. 

Divisons-le en iti parties égales, soit chaque moitié en 8 par- 
ties à partir de son sommet C. On aura les points de division 

cu Ct^ C3, C4, cs, cg, c^ 

pour la partie de gauche, et ceux 

^i, ht, ^3, ^4, bi, ^6, b-i 

pour celle de droite. Désignons par Vq la flèche CD et par 

7t, j'i, 73, 74» j^5» 76» y^ 

les ordonnées des points de division. 

Doublons-les, ce qui donnera les points marqués 

Ceci posé, nous ferons successivement les opérations sui- 
vantes : 

i** Tracé du polygone funiculaire C p. — A partir de D, portons, 
bout à bout, suivant DA, des longueurs proportionnelles aux or- 
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données ijKo» ^i > ^2 ? • • • ? /t ( * )• Nous porterons 

ï ro ro ri ri r? 

2242'-^ 2 

(le sorte que nous aurons le polygone dont les côtés marqués 

o', i', 2', 3', 4', 5', 6', / 

représentent respectivement des forces dont les lignes d'action 
sont les horizontales menées par 

G', b\, 6',, 6j, b\y ..., 67. 

Prenons le point C pour pôle et menons les rayons polaires ; 
puis construisons le polygone funiculaire correspondant C'^. 

2* Courbe fonicnlaire des charges. — Le polygone funiculaire des 
charges devient ici un arc de parabole. 

Nous prenons, profilant de la Remarque I du paragraphe pré- 
cédent, pour distance polaire 

70 = Dp. 

Menons {fig' Ao) une horizontale quelconque AoO'Bo. 

Prenons O'A" == jo» et sur la verticale de h" portons la charge 
totale. Cette charge est de 80/? s'il agit p unités de force par 
mètre. 

Représentons par une longueur de i"™ la charge p par mètre, 
en sorte que le polygone des forces aura une longueur de o™,o8. 
Soit A", son extrémité. 

Si l'on prend le point O' pour point de départ de la parabole 
courbe funiculaire des charges, elle est tangente au rajon hori- 
zontal O'A", c'est-à-dire que O' sera le sommet de la courbe; sa 
tangente au point où elle coupe la verticale de l'appui A sera 
parallèle au rayon polaire O' h\. Prolongeons ce rayon jusqu'à son 
intersection en li\ avec la verticale de l'appui A; le point ao, mi- 
lieu de Ao/t'i, est le point où la courbe a sa tangente parallèle à 

O'a;. 



(') Dans la pratique, il serait préférable de les porter dans le sens DB pour 
dégager un peu la moitié de gauche de Tépure. Ici, on a réservé cette partie pour 
d'autres indications. 
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Au milieu de O'Ao, l'ordonnée de la courbe sera -7^; au tiers, 

4 

-; .... On peut donc la tracer 1res exactement. 

Sur la partie de droite, le polygone funiculaire se réduit à l'ho- 
rizontale O'Bo, de sorte que sa corde est aoB^. 

V Tracé du polygone fonicolaire C'y- — On peut à présent former 
les longueurs des forces horizontales à appliquer aux points 



C) C, Cj, Cj, Cj, •>•} c^» 

Au point c, c'est la moitié de l'ordonnée O'D' comprise entre la 
parabole et sa corde, déterminée par la verticale de C; au point b\ , 
la moyenne des ordonnées déterminées par les verticales b\ et c\ , 
et ainsi de suite; les moyennes s'obtiennent comme il est dit à la 
fin de la Remarque 111 du paragraphe précédent. 

Leurs longueurs doivent être réduites à la moitié de leurs va- 
leurs comme les ordonnées jk, dans le tracé du polygone C'p. 

On porte ces longueurs réduites bout à bout suivant DA, ce qui 
donne les forces 

^f .* «-» o* e." H" a" m," 
o, I, 1 y 3, 4, 5, 6, 7, 

appliquées aux points C, c\^ c'.^, .... 

On mènera les rayons polaires issus de G', et le polygone funicu- 
laire correspondant est le polygone cherché C'y. 

4*' Tracé du polygone des pressions. — La poussée q est 

y = YD. 

Ayant la poussée, on peut trouver le polygone des pressions 
qui, pour le demi-arc chargé, est une parabole et pour le demi-arc 
vide, une droite. 

Modifions {/ig"' A©) l'ordonnée O'D' du polygone funiculaire 
xp Bo dans le rapport Dp : Dy, c'est-à-dire construisons une ligne 

_ 0'D^x D3 

en portant sur O'B©, à partir de O', les longueurs égales à D^ 
III. 1 



•>f -^ At,*?--*»^! .. /ï V' v<t*^ ijsî*^ ïï*^ a "PTru^ate- iLeai*^ à 



m 



^ 



»-.f>fv#»^ ,' - - ' i '•»• » » 



■'^■.^^<, < X #^' *? ■'' ' . 

^ '' /*>•*• ^•" -^••.»*iî»jvrt- l'^jft ^î '*rT tnaatt A'^. .in le* àc- 

*^i \/i t ^fjfty/- // f/'^/hittl *f$r Ufutjf. h» longaear de Tare. îl esl évi- 
^h fff , -V / /r/M/ /J/ t/t 4yfri/îlfi^, qiMT 1^ moment de flexion en chaque 
fffH/tt 'ff/ttf // '^ ^'^ f- C'/Af C ^ït^nt Vonlonuée comprise entre le 



i' / l'htft i^ ittt*^^ th tiê piiriêho\ft voir Note fl Ois, t. f. 
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polygone des pressions et Tare, au point considéré, et s' lor- 
donnée analogue en son symétrique. 

Si, outre la charge permanente />, il régnait une surcharge />' 
sur la moitié de gauche de Tare, le moment en un point serait 

§ 428. 

APPLICATIOI A Jm ABC DE 8ECTI0I VARIABLE. — Supposons que Tare 
précédent soit de section variable, mais toujours de structure sy- 
métrique par rapporta la verticale du milieu, en sorte que c'est la 
somme des moments de forces égales ou proportionnelles aux 
rapports 

I al 

qu'on a à faire, I désignant le moment d'inertie en chaque point ( * ). 
Admettons que l'on puisse diviser l'arc entier en neuf parties 
(égales ou inégales) telles que, dans chaque partie, le moment 
d'inertie soit sensiblement constant. Prenant pour unité la valeur 
du moment d'inertie dans la partie centrale de l'arc, supposons 
que, dans les autres parties symétriquement placées par rapport à 

celle-ci, les valeurs de I soient respectivement '|> 7» -, -• Alors 

(yî^. A, PL XXX III) les ordonnées ^0 ^^ 'a partie centrale 
peuvent être conservées, c'est-à-dire que, dans la partie centrale 
comprise, je suppose, entre les points /?i,/>j {^fig- Aq), on a 

-0 _ 
Dans les deux parties symétriques /?j/?2 et/?',/?!^, où I = |> on a 






j- — T'^o- 



(*) Si le coefficient d'élasticité était lui-môme variable, c'est El qui se trouve- 
rait en dénominateur : cela ne changerait rien à la marche qui va élre indiquée. 
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-îeclion constante ou variable, on pourrait, parla méthode qui pré- 
oède, déterminer la poussée et, par suite, le polygone des pres- 
sions qu'il produira dans chacune de ses positions. Mais cette 
marche serait compliquée si on l'appliquait à un grand nombre de 
positions; je vais établir un théorème qui permet de trouver la 
poussée dans toutes les positions de la charge, par la construction 
d'an seul polygone funiculaire en dehors de celui C'^, tracé une 
fois pour toutes et indépendant des charges, défini au § 427. 

Théorème. — Si un mobile unique parcourt un arc de sec- 
iion constante ou variable, et qu'en chaque élément dx de la 
corde de Varc, considérée comme une poutre droite posée sur 
appuis simples à ses extrémités, on applique une force fictive 

Y fis V 

égale ou proportionnelle à -r- -T-dx^= -rds, force connue, ne 

dépendant que des dimensions de Varc, le moment de flexion 
que ces forces déterminent en un point quelconque de la poutre 
représente, à un facteur constant près, la poussée que le mo- 
bile, arrivé sur la verticale de ce point, détermine dans l'arc. 

En effet, l'expression analytique de la poussée d'un arc d'élasti- 
cité constante, de section constante ou variable, est, d'après la 
formule (5') du § 425, 

(8) q = '''-. , 



X 1 



ds 



les intégrales étant étendues à l'arc entier supposé de longueur 5, 
a désignant le moment de flexion que produirait la charge, quelle 
qu'elle soit, sur la corde de l'arc regardé comme une poutre à 
appuis simples. 

Prenons l'extrémité gauche de l'arc pour origine des coordon- 
nées; la corde pour axe des x. Soient a Tabscisse d'un poids 
unique P agissant sur l'arc et a* la longueur de la portion de l'arc 
comprise entre son extrémité gauche et le point d'application de 
la charge P. 

Le moment de flexion [x que celle-ci ferait naître sur la corde 
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Pour les premières, soient {fig- A©) >5o et ^'^^ deux ordonnées 
équidistantes delà verticale O'; joignons leurs extrémités supé- 
rieures; l'ordonnée comprise entre cette ligne de jonction et la 
corde, déterminée par la verticale O', est évidemment la demi- 
somme 

Z^ -*- 3q 



'X 



Remarque IV, — Le pôle du polygone funiculaire aopoj dont 
la distance polaire ^o peut être prise quelconque à moins qu'on 
se la donne en mettant à profit la remarque I, est lui-même arbi- 
traire. Nous le prendrons généralement, avec Eddy, sur la perpen- 
diculaire au polygone des forces menée par le point de division 
qui sépare les deux forces limitrophes de la verticale du sommet 
de Tare. S'il passe une force par ce sommet, on prendra le pôle 
sur la perpendiculaire au polygone des forces, menée par le 
milieu du côté de ce polygone représentant la force agissant au 
sommet de l'arc, ici ^fig' ci) le pôle O serait sur l'horizontale 
menée par le point 3.4 à la dislance O h = q^ jugée convenable. 
Le côté 3o.4o du polygone funiculaire qui joint les deux forces li- 
mitrophes de la verticale du sommet de Tare est donc horizontal. 
Les-côtés 3o.2o, Sq.Ioj ^q^q sont parallèles aux trois rayons po- 
laires placés au-dessus de l'horizontale Oh et les côtés 4o.5o, 5o Po 
parallèles à ceux placés au-dessous de celte ligne. On peut, par 
suite, supprimer la figure a et Tannexer à celle Aq en prenant 
pour pôle le point O' où la verticale qui passe par le sommet 
de l'arc coupe le point So-^q. A cet effet, prenons 

Sur la verticale du point h' placé à la droite de O', portons les 
forces 4 et 5 agissant de ce côté du sommet de l'arc en commen- 
çant par la plus voisine du milieu de l'arc. 

De môme, sur la verticale du point h", portons, bout à bout, 
les forces 3, 2, i en commençant aussi par la plus voisine du milieu. 

Les rayons polaires issus de O' et allant vers les points de divi- 
sion des deux portions h' et h" du polygone des forces donnent 
les portions correspondantes du polygone funiculaire. 

Si la charge agissant sur une moitié de la poutre, par exemple, 
sur la moitié de gauche, est uniforme, la portion O'ao du polygone 
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funiculaire devient- un arc de parabole et, comme sa tangente en 
O' qui remplace le côté O'Sq est horizontale, ce point O' est le 
sommet de la courbe, quelles que soient les charges agissant sur 
la moitié de droite. 

§427. 

AFFUCiTIOI A UM ARC DE SEGTIOI GOISTAHTL — Considérons un arc 
circulaire ACB (Jîg» A, PI, JCXJCIIl) dont la portée soit 

AB = lôo"", 

et la flèche CD = 4^™, 5o. Ce sont les dimensions de Tare du beau 
pont établi par MM. Eiffel et Seyrig sur le Douro à Porto. Nous 
le représentons à l'échelle de i"™ par mètre. 

Nous le supposerons d'abord soumis à une charge uniforme sur 
sa moitié de gauche et entièrement vide ou dépourvu de charge sur 
sa moitié de droite. 

Divisons-le en i6 parties égales, soit chaque moitié en 8 par- 
ties à partir de son sommet C. On aura les points de division 

c\, Cj, C3, C4, C5, Ce, C7 
pour la partie de gauche, et ceux 

^1» ^2» ^3j ^4» ^5? ^6> ^7 

pour celle de droite. Désignons parj^'o '21 flèche CD et par 

yu 7î» 73, j4, JK5, 76» r? 

les ordonnées des points de division. 
Doublons-les, ce qui donnera les points marqués 

C • r' h' ' r h' • 

Ceci posé, nous ferons successivement les opérations sui- 
vantes : 

i" Tracé du polygone hmiculaire C p. — A partir de D, portons, 
bout à bouty suivant DA, des longueurs proportionnelles aux or- 
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données \yof yijya^ • • • ? /t ( * )• Nous porterons 

ï ro ro ri ri r? 

2 2 4 2 'Jl 2 

de sorte que nous aurons le polygone dont les côtés marqués 

o', i', a', 3', 4', 5', 6', / 

représentent respectivement des forces dont les lignes d'action 
sont les horizontales menées par 

G', ^'i, b\, 6'j, ^4, ..., 67. 

Prenons le point C pour pôle et menons les rayons polaires ; 
puis construisons le polygone funiculaire correspondant C'^. 

2* Courbe foniculaire des charges. — Le polygone funiculaire des 
charges devient ici un arc de parabole. 

Nous prenons, profitant de la Remarque I du paragraphe pré- 
cédent, pour distance polaire 

70 = Dp. 

Menons {fig» Aq) une horizontale quelconque AqO'Bo. 

Prenons O'A" = yo> et sur la verticale de h" portons la charge 
totale. Cette charge est de 80/? s'il agit p unités de force par 
mètre. 

Représentons par une longueur de 1"" la charge p par mètre, 
en sorte que le polygone des forces aura une longueur de o™,o8. 
Soit h\ son extrémité. 

Si Ton prend le point O' pour point de départ de la parabole 
courbe funiculaire des charges, elle est tangente au rajon hori- 
zontal O'A", c'est-à-dire que O' sera le sommet de la courbe; sa 
tangente au point où elle coupe la verticale de l'appui A sera 
parallèle au rayon polaire 0'/i"j. Prolongeons ce rayon jusqu'à son 
intersection en li\ avec la verticale de l'appui A; le point ao, mi- 
lieu de AoA"!, est le point où la courbe a sa tangente parallèle à 

O'a;. 



(*) Dans la pratique, il serait préférable de les porter dans le sens DB pour 
dégager un peu la moitié de gauche de Tépure. Ici, on a réservé cette partie pour 
d'autres indications. 
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A a . 

Au milieu de O'Aq, Fordonuée de la courbe sera —7-^; au liers, 

4 

ik ^ ^ ^ 

; .... On peut donc la tracer 1res exactement. 

Sur la partie de droite, le polygone funiculaire se réduit à l'ho- 
rizontale O'Bo, de sorte que sa corde est aoB©. 

I 

S"" Tracé du polygone funiculaire C'y- — On peut à présent former 
les longueurs des forces horizontales à appliquer aux points 



C) C, Cj, Cj, Cj, «••} C-j, 

Au point c, c'est la moitié de l'ordonnée O'D' comprise entre la 
parabole et sa corde, déterminée par la verticale de C'^ au point b\ , 
la moyenne des ordonnées déterminées par les verticales b\ et c\ , 
et ainsi de suite; les moyennes s'obtiennent comme il est dit à la 
fin de la Remarque 111 du paragraphe précédent. 

Leurs longueurs doivent être réduites à la moitié de leurs va- 
leurs comme les ordonnées j', dans le tracé du polygone C'jî. 

On porte ces longueurs réduites bout a bout suivant DA, ce qui 
donne les forces 

o, I, 2, i, 4, 5, b, 7, 

appliquées aux points C, c',, c!j, .... 

On mènera les rayons polaires issus de C, et le polygone funicu- 
laire correspondant est le polygone cherché C'y. 

40 Tracé du polygone des pressions. — La poussée q est 

y = YD. 

Ayant la poussée, on peut trouver le polygone des pressions 
qui, pour le demi-arc chargé, est une parabole et pour le demi-arc 
vide, une droite. 

Modifions {/iff* Aq) l'ordonnée O'D' du polygone funiculaire 
ap Bo dans le rapport D^ : Dy, c'est-à-dire construisons une ligne 

-'-— ET— 

en portant sur O'B©, à partir de O', les longueurs égales à D^ 
III. a 
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et Dy (la première (y h" se trouve toute portée), joignant l'extré- 
mité y' de la dernière à D' et menant par l'extrémité de la première 
une parallèle à cette ligne; la longueur z = OD" ainsi obtenue est 
portée à partir de D, ce qui donne l'extrémité Cq de la parabole 
funiculaire. 

Cette courbe ayant une dislance polaire connue q et devant 
passer par les points A et Cq est dès lors facile à tracer. 

Par le milieu co de h" h\ menons une parallèle à ACo ; le pôle O" 
est (§ 43) à l'intersection de cette ligne avec la verticale menée à 
la distance q = yD de h" h\ . 

Les tangentes à la parabole en A et Cq sont respectivement pa- 
rallèles à O'Vi" et O" A", . 

Comme vérification (*), la verticale du point d'intersection de 
ces tangentes doit passer par le milieu de AC© et le milieu de cette 
portion de verticale donne un nouveau point de la courbe où la 
tangente est parallèle à ACo, ce qui suffit pour la tracer. 

La tangente en Co qui forme le côté extrême du polygone des 
pressions, puisque la moitié de droite de l'arc n*est pas chargée, 
doit passer par l'appui B (*). 

Le moment de flexion en chaque point de l'arc est le produit 
y X Ç de la poussée par la portion d'ordonnée comprise entre le 
polygone des pressions ACqB et l'arc donné ACB, l'un des fac- 
teurs mesuré à l'échelle des forces, l'autre à l'échelle des longueurs. 

Supposons que Ç et y soient mesurés en millimètres, en sorte 
que ces deux lettres représentent les nombres de millimètres con- 
tenus dans les deux lignes. 

Comme l'échelle des longueurs est de i"*"* par mètre et l'échelle 
des forces de i°*"* par />''8m^ i^ moment sera 

M = <7 X Ç X /> kilogrammètres, 

c'est-à-dire le moment d'une force q X ^^X/^*"^™ agissant sur un 
bras de levier de i™. 

Si la charge p régnait sur toute la longueur de l'arc, il est évi- 
dent, à cause de la symétrie, que le moment de flexion en chaque 
point serait y X (Ç-h Ç')/?, Ç étant l'ordonnée comprise entre le 



(*) Pour le tracé de la parabole, voir Note II bis^ t. I. 
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polygone des pressions et Tare, au point considéré, et s' l'or- 
donnée analogue en son symétrique. 

Si, outre la charge permanente />, il régnait une surcharge /?' 
sur la moitié de gauche de Tare, le moment en un point serait 



§ 428. 

APPUCiTIOI A Jm ABC DE SECTION VARIABLE. — Supposons que Tare 
précédent soit de section variable, mais toujours de structure sy- 
métrique par rapport à la verticale du milieu, en sorte que c'est la 
somme des moments de forces égales ou proportionnelles aux 
rapports 
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qu'on a à faire, I désignant le moment d'inertie en chaque point ( * ). 
Admettons que Ton puisse diviser l'arc entier en neuf parties 
(égales ou inégales) telles que, dans chaque partie, le moment 
d'inertie soit sensiblement constant. Prenant pour unité la valeur 
du moment d'inertie dans la partie centrale de Tare, supposons 
que, dans les autres parties symétriquement placées par rapport à 

celle-ci, les valeurs de 1 soient respectivement i, -, -, -. Alors 

(y?^. A, PL JCJCAIII) les ordonnées :;o ^^ ^'^ partie centrale 
peuvent être conservées, c'est-à-dire que, dans la partie centrale 
comprise, je suppose, entre les points /?i,/?j {fig- Aq), on a 

-r- — Zq. 

Dans les deux parties symétriques /?j/?2 ct/?'^/?^, où I = ^, on a 

zo 5 



(*) Si le coefficient d'élasticité était lui-même variable, c'est El qui se trouve- 
rait en dénominateur : cela ne changerait rien à la marche qui va être indiquée. 
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3 
Dans les parties p^pz cl p^P-iy où I = 7 > on a 

y = 3^0. 

Dans les parties /)j/>.,,/)3/)^, où I = -> on a 

Enfin, dans les segments extrêmes où l = 7» on a 

I 'À 

En amplifiant ainsi les ordonnées :;o on obtient, à la place de la 
corde aoBo, le contour brisé tracé en traits discontinus fins, et ce 
sont les ordonnées comprises entre la courbe funiculaire a© O'Bq 
et ce contour brisé qui remplacent celles ^0 et z^^ du paragraphe 
précédent. 

Si l'on appelle Zi l'une quelconque de ces ordonnées et z\ sa 
symétrique, aux points C, c\^ c.j,j . . ., c'^, ce sont des forces égales 

ou proportionnelles à — — ^ qu'il faut appliquer au lieu de celles 



^0 "T- *tQ 



De même (/!g' A), aux points C, 6, , ô^, . . ., i^, au lieu de 
forces égales ou proportionnelles aux ordonnées j^ comprises entre 
le demi-arc CB et la corde DB, ce sont des forces égales ou pro- 
portionnelles aux ordonnées comprises entre cet arc et le contour 
brisé indiqué en pointillé sur la droite de la figure et déduit des 
ordonnées y^ comme celui de \dijig. A©, a été déduit de Zq, Ici, à 
cause de la symétrie, il suffit d'opérer sur la moitié de l'arc. 

Les nouvelles forces remplaçant celles y et "^ ^^ étant ainsi 

obtenues, la marche du paragraphe précédent se conser\'e sans 
modification. 

§ 429. 

POUSSÉES PRODUITES DAHS SES DIVERSES POSITIONS PAR UH POIDS MORILE 
PARCOURAIT un ARC- — Si un poids unique P parcourt un arc de 
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section constante ou variable, on pourrait, parla méthode qui pré- 
cède, déterminer la poussée et, par suite, le polygone des pres- 
sions qu'il produira dans chacune de ses positions. Mais cette 
marche serait compliquée si on l'appliquait à un grand nombre de 
positions; je vais établir un théorème qui permet de trouver la 
poussée dans toutes les positions de la charge, par la construction 
d'un seul polygone funiculaire en dehors de celui C'^, tracé une 
fois pour toutes et indépendant des charges, défini au § 427. 

Théorème. — Si un mobile unique parcourt un arc de sec- 
tion constante ou variable^ et qu^en chaque élément dx de la 
corde de Varc, considérée comme une poutre droite posée sur 
appuis simples à ses extrémités, on applique une force fictive 

Y Ci S Y 

égale ou proportionnelle à ^ -T-dx=^^ds^ force connue y ne 

dépendant que des dimensions de Varc, le moment de flexion 
que ces forces déterminent en un point quelconque de la poutre 
représente, à un facteur constant près, la poussée que le mo- 
bile, arrivé sur la verticale de ce point , détermine dans Varc, 

En effet, l'expression analytique do la poussée d'un arc d'élasli- 
cilé constante, de section constante ou variable, est, d'après la 
formule (5') du § 4î25, 



«- 



les intégrales étant étendues à l'arc entier supposé de longueur 5, 
ji désignant le moment de flexion que produirait la charge, quelle 
qu'elle soit, sur la corde de l'arc regardé comme une poutre à 
appuis simples. 

Prenons l'extrémité gauche de l'arc pour origine des coordon- 
nées; la corde pour axe des x. Soient a l'abscisse d'un poids 
unique P agissant sur l'arc et (t la longueur de la portion de l'arc 
comprise entre son extrémité gauche et le point d'application de 
la charge P. 

Le moment de flexion [x que celle-ci ferait naître sur la corde 
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considérée comme une poutre est, savoir : 

/ — a 



Pour ar < a H^ = P 



/ 



Pour a; > a (a = Pj(/ — x) 



Donc 



qu'on peut écrire 



ou 



Par suite, 

1 T 



Or, si Ton applique aux divers éléments de la poutre fictive que 

forme la corde des forces ^. — > la réaction de l'appui gauche sera 

l'intégrale qui multiplie a dans le premier terme du crochet. Donc 
ce terme est le moment de cette réaction par rapport au point 
d'abscisse a; le second terme est la somme des moments relative- 
ment à ce même point des forces agissant entre lui et l'appui 
gauche. Donc le crochet est bien le moment de flexion, en ce point 
de la poutre, des charges considérées. D'ailleurs le premier facteur 
est une constante ou une grandeur indépendante de l'abscisse a 
qui définit la position du poids P, de sorte que la proposition 
énoncée se trouve établie. 
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§ 430. 

U6IE DE POUSSÉL — Supposons un poids P = i circulant sur 
un arc de section constante ou variable. Dans chacune de ses po- 
sitions, suivant la verticale du poids, portons, à partir de la corde 
de Tare, une ordonnée proportionnelle à la poussée qu'il déter- 
mine. Le lieu des points ainsi obtenus est ce que j'appellerai ligne 
de poussée de Parc. Elle passe nécessairement par les deux appuis. 

Théorème. — La ligne de poussée d^un arc quelconque est 
une courbe funiculaire y assujettie à passer par ses deux appuis, 

de forces fictives verticales, proportionnelles à -^ ds {y ds si 

rare est de section constante), appliquées aux éléments ds de 
l'arc. 

En effet, si Ton construit une telle courbe, ses ordonnées sont 
(§ 194) proportionnelles aux moments de flexion que les forces 

V ds 

~— produiraient dans la corde de l'arc regardée comme une 

poutre simplement appuyée à ses extrémités. Ces ordonnées sont 
donc aussi, en vertu du théorème du paragraphe précédent, pro- 
portionnelles aux poussées qu'un poids voyageur détermine dans 
l'arc et, par suite, la courbe dont il s'agit peut être considérée 
comme la ligne de poussée de l'arc, en adoptant une échelle des 
forces convenable. 

Remarque. — Pour utiliser graphiquement les résultats qui 
précèdent, on divisera l'arc en un certain nombre de parties égales 

A^ et l'on remplacera les forces élémen taircs -y ds par celles en 

nombre fini y A5, appliquées aux points de division, ou par 

celles -y > proportionnelles aux précédentes, puisque le facteur A5 
est le même pour toutes les forces, et l'on remplacera la courbe funi- 
culaire des (orces Y ds par le polygone funiculaire des forces y- 

Dans ces conditions, l'expression (9) de la poussée devient, en 
remplaçant les intégrales par des sommes et supprimant le facteur 
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A5 commun au numérateur et au dénominateur 



'2V^f-I]("-'>f 



(10) <7 = P- 



li 



et, si la poutre est de section constante, 



/ a 

_ /— r 
3 



(10') 7 = P " 






équations où les numérateurs sont les moments de flexion des 

forces -.- (j^ si Tare est de section constante) appliquées aux divers 

points de division, relativement au point d'application de la charge 
mobile. 

D'après cela, construisons un polygone funiculaire de distance 

polaire quelconque d des forces verticales y ()' si Tare est de sec- 
tion constante)', prolongeons ce polygone jusqu'aux verticales des 
appuis, et le produit ri x d delà, distance polaire par l'ordonnée r^ 
coïncidant avec la verticale du poids P et comprise entre le poly- 
gone et sa corde représente (§ 194) le numérateur de Texprcssion 
de q] par conséquent, le même polygone fournit ce numérateur 
pour autant de positions du poids qu'on le désire. 

Le dénominateur, qui est une constante, est de même repré- 
senté, une fois pour toutes, par un produit d x h de deux lignes 
dont l'une peut être prise égale à rf (§ 426). Donc 

7 = r X -, — y = P X T » 

et il suffit de mesurer sur l'épure les deux longueurs r, et h à une 
échelle commune quelconque (par exemple en millimètres et 

fractions de millimètre), de faire le quotient j- des deux nombres 

obtenus ; ce quotient, indépendant de toute échelle, est le nombre 
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abstrait par lequel il faut multiplier le poids P pour avoir la pous- 
sée qu'il produit lorsqu'il coïncide avec la verticale r,, c'est-à-dire 
avec l'une quelconque des verticales passant par les points de di- 
vision. 

§ i31. 

APPUGATIOH A UH AHG STHÉTBIttUE ET DE SECTIOH COHSTAIITE. — Ap- 
pliquons la règle qui précède à l'arc de section constante et 
symétrique ACB déjà étudié et figuré sur la PL XXX III {fi g* A). 
Divisons-le encore en seize parties égales parles points de division 

C; c,, bx\ Ci, bt\ ...; C7, ^7. 

Nous supposons que le poids P agisse successivement aux divers 
points de division : 

^:j Ce, Cj, c-;, C3, C2, Ci; G, ^j, h^, ..., b-, 

et nous nous proposons de déterminer la poussée qu'il produit 
dans chacune de ces positions. Il est clair que, dans deux posi- 
tions symétriques, il produit les mêmes poussées. 

Sur l'épure de la PL XXXIII , les ordonnées des points b\ 
sont (§ 427) les doubles de celles j'/ de l'arc donné; en revanche, 
sur le polygone Dpo des forces fictives )7, les mêmes ordonnées 
ont été réduites de moitié; il en résulte que le polygone funiculaire 
C'P de ces forces donne 



^f X2y=2j>"=C'DxD?, 



et, comme l'arc est symétrique, 



(II) ^y^=:^%^y^=iQ:^.<\>%. 



Soit y'i l'ordonnée commune à deux points symétriques quel- 
conques c/et 6|, et y^ l'ordonnée du point C, c'est-à-dire la flèche 
de l'arc. Concevons une force égale à j^o appliquée en C; des forces 
égales à^'i appliquées en C\ et6i; des forces égales -ày^ appliquées 
en C2 et 62, et ainsi de suite ; enfin des forces égales à y-i appliquées 
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en c-i et 67. Ne considérons que celles de ces forces qui agissent 
sur le demi-arc BC et qui comprennent : i® celles 

y-n 76, J'S, J*, 73, 72» 7l» 

appliquées respectivement aux points 

^7, Ôe, ^5, ^;, /^3, ^s, /^,. 

a*' /« moitié de celles 7^0 appliquée en C. 

Portons-les bout à bout de haut en bas sur la verticale du 
point ^ en commençant parcelle du sommet et en les réduisant au 
cfuart de leurs longueurs, pour ne pas trop allonger le polygone 
des forces, de sorte que les longueurs portées successivement 

sont 

7o 71 yt 7t. 

T' T' T' "" T' 

soit ^^' le polygone ainsi obtenu. 

Construisons le polygone funiculaire de ces forces en prenant 
le point D pour pôle et Tappui gauche A de l'arc comme point de 
départ. Nous aurons ainsi le polygone ^^i^%^^*^3,^^^i^q^ dont les 
côtés Ay7, y7y6? ••• sont parallèles aux rayons polaires qui se 
succèdent en partant de celui Dj3'. 

Le symétrique de ce polygone serait le polygone funiculaire de 
même pôle des forces 7'/ agissant sur le demi-arc de droite, de 
sorte que le polygone complet est celui AyoB. 

Ceci posé, lorsque le poids P agit en Tun quelconque des points 
(le division, par exemple en Ca, le produit 

de la distance polaire par l'ordonnée 7,2 du polygone AyoB', 
comptée depuis sa corde, représente le numérateur de l'expres- 
sion (10') de la poussée. Le facteur 4 vient de ce que les forces r, 
ont été, sur le polygone des forces, réduites au quart de leur gran- 
deur. 

Si donc on désigne par q^ la poussée que produit le poids P 
lorsqu'il agit en C2, on aura, en vertu de (i 1), 

_ p 1 X Dp X T,, _p Tii 
^*" aC'DxDp " CD' 
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Généralement, si t) est l'une des ordonnées de ce polygone et q 
la poussée que Tunité de poids détermine quand elle agit suivant 
la verticale r^, on aura 

Le polygone AyoB dont les ordonnées v) sont proportionnelles 
aux poussées q peut donc être considéré comme la ligne de poussée 
de Tare, et, si un poids P agit suivant la verticale r,, la poussée 
qu'il détermine s'obtient en multipliant ce poids par le rapport 
de l'ordonnée tj à la flèche CD de l'arc. Si un poids P agit au 
sommet de l'arc et qu'on appelle q^ la poussée qu'il détermine 
dans cette position, on aura 

Or, sur l'épure, mesurée en millimètres, on trouve 

YoD = 26. 
D'ailleurs, par les données mêmes, 

CD = 42,5. 



Donc 






c'est-à-dire qu'un poids P, placé au sommet de l'arc, produit une 

poussée qui est les o,6i de ce poids. Si P = i, //o== ^rr^ = o,6i , 

c'est-à-dire que l'unité de poids, quelle qu'elle soit, placée au 
sommet de l'arc, produit une poussée qui est représentée par le 

nombre -^^ = 0,61 d'unités de forces; ce sera o''8,6i ou o',6i, 

suivant que l'unité de poids est le kilogramme ou la tonne. 

§ 432. 

ABC DE SECnOH VABIABLE. — Si l'arc était de section variable, la 
marche à suivre serait exactement la même, sauf que, au lieu de 
procéder sur les ordonnées proportionnelles à y, on procéderait 

sur des ordonnées proportionnelles à j , et ces ordonnées se dé- 
termineraient au préalable comme au § 428. 
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§ 433. 

LIGHES D'IIFLUEirCE DAHS UH ABC DE SEGTIOH GOHSTANTE OU VARIABLE. — 

Le tracé direct des lignes d'influence d'un arc serait une opération 
très laborieuse. 

Le moyen que nous allons indiquer nous paraît simplifier beau- 
coup le problème et le rendre très accessible à la pratique. 

Considérons {^fig' 4^1 P» 29) une section transversale de l'arc 
de section constante ou variable, mais de structure symétrique, 
faite au point X d'abscisse quelconque x. 

Pour obtenir la ligne d'influence relative à la section X, on doit 
(§ 302) supposer un poids P = i parcourant l'arc et, dans chacune 
de ses positions G, porter, à partir de la corde AB, une ordonnée 
égale ou proportionnelle au moment de flexion qu'il détermine 
dans la section considérée ; le lieu des extrémités de ces ordonnées 
est la ligne d'influence relative à la section X. 

Le moment de flexion a pour expression 

(12) M = ;x — 77, 

[X étant le moment de flexion que le poids P = i produirait au 
point k d'abscisse x de la poutre droite AB dans sa position ac- 
tuelle G et <jr la poussée qu'il produit dans cette même position. 

Si donc a est l'abscisse du point mobile G, le terme ijl est une 
fonction des deux quantités x et a, c'est-à-dire de la position de 
la section X et de la position actuelle du poids voyageur, tandis 
que q est une fonction de la seule variable a. 

Si, dans cette équation, on regarde x et, par suite, les coordon- 
nées X et r comme deux paramètres constants et a et M comme 
des coordonnées courantes, elle représente la ligne d'influence 
relative à la section X. 

On tire de là 

, , M X CD [X X CD ^^ 

(12) = i 7 X CD. 

y y 

Au lieu de porter en ordonnées les moments de flexion M, nous 
pouvons porter les valeurs du premier membre de cette équation, 
valeurs qui, pour chaque section, sont proportionnelles à celles 



ARC REPOSANT SUR ROTULES. 

de M. Soit z ces valeurs, en sorte que 



29 



(i3) 



M = 



CD 



XJi 



et, quand on connaîtra la valeur maxima que prend z dans une 
section donnée X, par suite du passage d'un convoi, il sudfira de 

Fig. 46. 




la multiplier par le rapport de l'ordonnée y de cette section à la 
flèche CD de Tare pour avoir la valeur maxima du moment de 
flexion qui peut s'y produire. 
On a 

,= L^xÇ5_^xGD. 

y 

Au lieu de porter en ordonnées à partir de la droite AB les va- 
leurs de z, convenons de porter séparément les valeurs de chacun 
des deux termes qui composent le second membre. Ces deux 
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termes sont essentiellement positifs; si on les porte dans le même 
sens, par exemple de bas en haut, les portions d'ordonnées com- 
prises entre les deux, courbes obtenues représenteront les valeurs 
de Zy valeurs positives ou négatives suivant que la ligne fournie 
par le premier terme est au-dessus ou au-dessous de celle fournie 
par le second. 

Mais cette dernière ne dépend que de la position du poids voya- 
geur et non de la section X. C'est donc une courbe fixe à tracer 
une fois pour toutes, à savoir la ligne de poussée (§ 430) dont les 
ordonnées sont précisément 

7) = <7 X CD. 

Il s'agit maintenant de construire la ligne que l'on obtient en 
portant en ordonnée, à partir de AB, la valeur 

y 

qui forme le premier terme. Cette nouvelle ligne est particulière à 
chaque section, c'est-à-dire qu'il faut en construire autant qu'il y 

a de sections sur lesquelles on veut étudier l'influence d'un convoi 

CD 
mobile. Mais le rapport -^ étant une constante pour chaque sec- 

tion, on voit que chacune des lignes à construire n'est autre qu'une 
ligne d'influence relative à la poutre droite AB. Elle est donc 
formée (§ 302) par deux droites passant (./?^. 4^, p. ^^9) par les 
appuis A et B et se coupant sur la verticale du point X. Il suffit 
donc de déterminer le point K où elles se coupent sur cette verti- 
cale : or la valeur de [x répondant à la verticale du point X est, 
par définition, celle du moment de flexion que le poids P = i ap- 
pliqué suivant cette verticale au point A' de la poutre droite AB 
produit en ce point même, et cette valeur est 

x( l — x) 
^= l ^ 

X = Ak étant l'abscisse du point X et /== AB la portée de l'arc. 
Donc l'ordonnée KA* du point K que nous appelons z'j. est 



x(l — x) 



j; = K/t = ' . -' X CD. 
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Si Ton construit la courbe lieu des points K rcprésentëe par 
cette dernière équation, où x et z^ sont les coordonnées courantes 
(^y étant une fonction de x n'y figure plus comme simple paramètre, 
mais comme variable), la connaissance de cette courbe fournit im- 
médiatement pour n'importe quelle section le point K et, par suite, 
le contour AKB aux ordonnées ;:'. Ainsi, la construction de deux 
courbes seulement, la ligna de poussée et celle dont il s^agit, 
fournit /'équivalent des lignes d^ influence relatives à toutes les 
sections, A^ous appellerons la ligne lieu des points K la ligne 
des actions verticales, par opposition à la ligne de poussée ou 
ligne des actions horizontales. 

S 431. 

GOHSTRUGTIOH ET DISCUSSION DE Là UGHE DES ACTIONS YEBTIGALES. — 

Rien n'est plus facile que de la construire par points. 

Soit (Jig' 46, p. 29) H le point où la verticale de X coupe 
riiorizonlale menée par le sommet de l'arc. Par ce point, menez 
une parallèle à la droite AX qui joint le poin|, X à l'un des appuis, 
par exemple à celui de gauche. Soit h le point de rencontre de 
cette parallèle avec la corde AB. Portez la longueur Ah sur la ver- 
ticale de l'appui A. On obtient le point S. Joignons ce point au 
second appui B. La ligne SB coupe la verticale du point X au point 
cherché K. 

Eh effet, les triangles semblables Hhk et AKXr donnent 

Ah X 



AH y 
ou, comme Ah = AS et Ail = CD, 

AS = - X CD. 

D'ailleurs les triangles BKAr et BSA donnent 

KA __ lU _ /— r 
AS ~ HA ~ / ' 
d'où 

h' 

On peut ainsi construire autant de points que l'on voudra. 
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Mais un petit nombre de points suffît. 

La courbe est évidemment symétrique par rapport à la verti- 
cale CD. On construira donc le point situé sur cette ligne. Pour 

ce point, y = CD et 

, _ x(i — x) _ l 

/ 4 

L'ordonnée z'j. est le quart de la longueur AB. Il est bon de 
connaître les extrémités de la courbe, c'est-à-dire les ordonnées .^^ 
sur les appuis, ou Tune d'elles, puisqu'elles sont égales. 

Or, pour X = Oy 

.T* 

j' = o et z'j. = CD X Mm -y 

Menons la tangente A/ à l'arc donné. 

Soit t son point d'intersection avec l'horizontale CAq et Ao le 
point où cette horizontale coupe la verticale de l'appui. On a 

lim - = tanc AaA^; 

y 

par suite 

Zj. = AAo X tangAoA/ = Ao^ 

Ainsi, prenant les ordonnées A^o= B'i = A.©^, on a les deux 
points extrêmes de la courbe. 

Prenant DCo= ^AD, on a son sommet Cq. 

Déterminant ensuite un ou deux points K et leurs symétriques 
K', on peut tracer la courbe. 

C'est ainsi qu'on a tracé la courbe ^oCo^i sur Xàjîg. 46 et sur 
celle A de la PL XXAUL 

§ 4^33. 

PiSSiGED'UH MOBILE UHiaUE SUB UN AEG. — Soit X un point de 
l'arc ACB {Jig. A, PL XXXIII). Menons la verticale XK jusqu'à 
sa rencontre en K avec la courbe ^oC|^|. Joignons le point K 
aux deux appuis A et B ; les portions d'ordonnées verticales z com- 
prises entre le contour brisé ARB et la ligne de poussée Ay© B 
sont proportionnelles à celles de la ligne d'influence relative à la sec- 
tion X. Si l'on mène à la ligne de poussée une tangente parallèle 
à AK : 1° la verticale du point de contact; 2" la verticale déter- 
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minée par le point X de la section tjue Ton considère, fournissent 
les valeurs raaxima des deux ordonnées ;; et z^ qui soient com- 
prises entre le contour brisé AKB et la ligne de poussée. La plus 
grande des deux est ici celle z répondant au point X. C'est donc 
quand le mobile occupe la position X, c'est-à-dire quand il passe 
dans la section considérée, qu'il y détermine le plus grand mo- 
ment fléchissant possible, et ce moment est 

M- Px.x-^^, 

P étant le poids voyageur, y l'ordonnée de l'arc donné ACB au 
point X et CD la flèche de l'arc. La longueur >s, qui est la portion 
de verticale comprise entre la ligne de poussée et le contour AKB, 

doit être mesurée à l'échelle des longueurs ; le rapport ^ est in- 
dépendant de toute unité, en sorte que les deux termes peuvent 
éire mesurés à l'échelle des longueurs. 

Supposons que la tonne soit l'unité de force et que P = 20*. 

L'échelle des longueurs est de 1"™ par mètre. Alors, si:;,^, CD 
ont été mesurés sur la figure en millimètres, on aura 

y 

M — 20 X >5 X T~r tonnes-mètres, 



i; 



;'cst-à-dire que le moment de flexion maximum que le poids dé- 
termine dans la section X est le moment d'un couple dont la force 

<-st égale à 10. z~ tonnes et dont le bras de levier est 1"'. On 

trouve 

D'ailleurs 

d'où 



5 = 18""", 5, y --r-. 34™™, o. 
CD = 42""", 5, 



M = 20 X 18,5 X -^ ■-= 296'^G. 

42,5 



§ 436. 

PASSAfiE D'UI CONVOI SUR UH ABC. — Supposons i^fig* A, 
^/. XXX lll) que, au lieu d'un poids unique, il passe un convoi 
lormé de cinq essieux dont les poids sont 

Pt=4*,35, P2=4*,o5, P3--6S45, Pi =6», 3, P5 = 6S85. 
III. 3 
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Admettons que la distance entre P< et P2 soit de 2", 02, celle 
entre P2 et P3 de i", 1 6, celle entre P3 etP4 de i", 36 et celle entre P4 
et P5 de 1", 16. C'est un des types que nous avons indiqués dans la 
première Partie (§ 222). Il s'agit de trouver la position à donner 
au convoi pour qu'il détermine le moment de flexion maximum 
dans la section quelconque X et la valeur de ce moment. Il est 
évident que le convoi devra être à cheval sur la section X qui don- 
nerait le moment maximum en X si le convoi se réduisait à un 
seul essieu. Plaçons-le ainsi au sentiment dans la position indiquée 
sur la figure par les verticales P|, P2, P3, P4, P5. Nous l'avons 
placé de façon que le centre de gravité de tout le convoi soit 
sensiblement sur la verticale X. Ce centre de gravité serait facile 
à déterminer par le tracé d'un polygone funiculaire. Mais on voit 
par un calcul sommaire qu'il tombe entre les deux charges P3 
et P4. Nous plaçons donc le convoi de façon que la verticale X 
soit entre ces deux charges. Soient /?|, /?2, />3, />*,/? 5 les points où 
les verticales des essieux coupent la ligne de poussée. Pour savoir 
dans quel sens il faut déplacer le convoi à partir de cette position 
pour l'amener dans la position la plus défavorable à la section X, 
portons (Jig. a) sur une horizontale «6 les charges P| , Po, P3, P4, 
P5 à l'échelle de 2™*" pour une tonne. Soient i, 2, 3, 4? 5 les lon- 
gueurs ainsi obtenues. 

Par le point a, menons une parallèle à la tangente à la ligne de 
poussée en/?|, jusqu'à sa rencontre avec la verticale du point i .2 
de Idijig, a; de là une parallèle à la tangente en /?2 jusqu'à la ver- 
ticale du point 2.3; puis les parallèles aux tangentes en /?3,/>4, 
/? 5, jusqu'aux verticales 3.4, 4«5 et b. On formera ainsi le contour 
polygonal ab' qui est sensiblement une droite. Menons, d'autre 
part, du point a, la ligne ak parallèle à AK jusqu'à sa rencontre 
en A* avec la verticale du point 3.4 qui, sur le polygone des forces 
abj sépare les deux forces limitrophes de la section X et par le 
point k une ligne kb" parallèle à AB jusqu'à sa rencontre en 6" 
avec la verticale du point b. En raisonnant sur les ordonnées z com- 
prises entre la ligne de poussée et la ligne brisée AKlî comme on 
a raisonné au § 312 sur les ordonnées comptées depuis une hori- 
zontale, on verra que la position choisie ne répondrait au mo- 
ment maximum en X que si le point // coïncidait avec 6". C'est 
ce qui n'a pas lieu; il faut donc déplacer le convoi dans un sens 
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tel que, si l'on construit les contours analogues à ab' et aklf ré- 
pondant à sa nouvelle position, la nouvelle ordonnée W soit 
nulle ou de signe contraire à celle U b" elle-même, c'est-à-dire de 
façon que le nouveau point b" vienne passer au-dessous du nou- 
veau point b' , Comme, par suite d'un petit déplacement, le point 6' 
ne change presque pas, pour que le point b" se déplace assez pour 
passer au-dessous de 6', il faut mouvoir le convoi vers la droite 
assez pour qu'un essieu franchisse la section. Ce sera l'essieu n° 3. 
Alors les deux essieux limitrophes de la section seront ainsi 2 et 3; 
le point k sera remplacé par A'^ et le point b" sera remplacé par b"^. 
Donc, à l'instant où l'essieu n° 3 franchit la section, l'accroisse- 
ment du moment fléchissant change brusquement de signe en pas- 
sant du positif au négatif, d'où je conclus que c'est à cet instant 
même que le moment maximum se produit dans la section, La 
position correspondante du convoi est donc celle que l'on cherche; 
elle est indiquée en pointillé. 

Soient z\^ z\^^ z\^ z\^ z\ les ordonnées que les verticales des es- 
sieux déterminent alors entre la droite AK et la ligne de poussée, 
mesurées à l'échelle des forces. Le moment de flexion maximum 
que le passage du convoi détermine dans la section X est 

M = ^(Pi^'i -+- Pî-; - P34 -+- I\^l -+- P5V5), 

j étant l'ordonnée de l'arc au point X et CD la flèche de l'arc, 
les mesures étant prises comme au paragraphe précédent. 
On trouve sur l'épure 

S\ =l5/J, Z\ --r- 16,5, 

.33=18,0, <5^ = i-,5, -53=16,.'), 

d'où, à cause de^= 34,o, CD == 42,5, 

M- —^ -3,8 ,9. 

On peut aussi, au lieu de calculer la parenthèse, la construire. 
A cet effet, sur une verticale {fig* 6, PL AWAIII), à partir d'un 
point 0, on portera 

OV. ' O2' — -r' Or' ' CS "' — "' Cï "' ' 

^'*1— ^1» \JZ^ — -*»j, U.S3 — -#3, U^^ — *#^, U/wj— *»5 

dansuQ sens ou en sens contraire, suivant que les ordonnées z\j 
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^2, • . • sont positives ou négatives. Aux points obtenus, on appli- 
quera des forces horizontales Pi, Pj, . . .; on construira un poly- 
gone funiculaire, de distance polaire CD de ces forces. Le produit 
CD X mn de cette distance polaire par le segment que l'horizon- 
tale Ox intercepte entre les côtés extrêmes de ce polygone donne 
la valeur de la parenthèse. Par suite 

M =/ X mn. 

Le segment w/isera naturellement mesuré à l'échelle des forces 
ou de 2"°* pour i tonne, et l'ordonnée y de l'arc à l'échelle des 
longueurs ou de i™"* par mètre. Si donc on évalue y et mn en 
millimètres, on aura 

M = ^^—^ tonncs-mètrcs. 



On trouve 






7 = 34,0, mn — : 


d'où 






M = 38o*™,8, 



.mm / . 



chiffre peu éloigné de celui 378,9 trouvé par le calcul direct. 

§437. 

U6NES D'INFLUENCE DES EFFORTS TRINGHANTS. — L'eifort tranchant 
a pour expression 



et, comme 
on a 






M = jj. — <77, 



/ c\ rr d\x (ÎY 

"5) ^='d-s-^irs 



OU 



^-[dy-y-Ts 



Soient X le point de la fibre moyenne par lequel passe la section 
relativement à laquelle on cherche la ligne d'influence el i l'incli- 
naison de la tangente à l'arc en ce point. On aura 

T dii 

—. — . = -,— cet i — 7 
sin i dx ' 



ou 



Soit 



d'où 
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Tx ^. = ^ X GDcoii-(7xGD. 

sin i dx ^ 



T CD _ ^ 

1 X ~î : — **is 

Sine 



(16) ^ = ^'>^^D 

et 

07» ^^~~J~^ GDcoti — ^ X CD. 

Pour une seclion donnée, les grandeurs x^ y^ i qui entrent dans 
celle équation sont des paramètres constants, et si Ton regarde a 
et Zt comme des coordonnées courantes, on aura l'équation de la 
ligne d'influence d'eflbrt tranchant relative à la section quel- 
conque X. 

On voit que les ordonnées de cette ligne se composent de deux 
parties : l'une q x CD est l'ordonnée de la ligne de poussée; elle 
est indépendante de la section X que l'on considère et a déjà été 
iracée. 
Donc, si l'on pose 

(18) z't= ^ CD coiî 

ax 

et que Ton construise, pour chaque section X, une ligne ayant a 
pour abscisse et z\ pour ordonnée, les parties d'ordonnées com- 
prises entre la ligne de poussée et les lignes ainsi obtenues sont 
celles ^^ et fournissent, par suite, les efforts tranchants par l'é- 
quation (i 6). 

Or, en tous les points compris entre l'appui de gauche A 
{fiS' 46, p. 29) et une section X, soit pour a < :r, on a 



^^ pour a > X, 



Donc, po 



ur a 



a(/ — x) 



(/ — a)T 
d\L __ a 

dx "" r 
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pour a >► or, 

d\L _ l — a 

dx ~~ / 
et, par suite, pour % <^Xy 

z\ = — -j X CD coti 
et, pour a >> :r, 

z't = — j — X CD cot £, 

Construisons les deux droites parallèles que représentent ces 

équations. La première passe par le point A (-5, = o pour a = o) 

et son prolongement coupe la verticale du point B en un point b 

dont l'ordonnée est 

z't = — CD coll. 

La seconde passe par le point B et est parallèle à la précédente. 

Par le point A, menons une parallèle à la tangente en X à Tare 
donné jusqu'à sa rencontre en a avec l'horizontale du sommet de 
l'arc. On aura en valeur absolue 

Ao» = CD cot i = z't. 

Donc, sur la verticale de B, nous prendrons Bi = Aoa et nous 
mènerons la droite A 6 et sa parallèle lia. 

Soient X' et X" les points où les droites Ab et Ba coupent la 
verticale de X. Les ordonnées z'^ sont celles des deux portions de 
droite AX' et X"B; et les ordonnées Ze proportionnelles à celles 
de la ligne d'influence d'effort tranchant relative à la section X' 
sont celles comprises entre la ligne de poussée Ayo B construite 
une fois pour toutes et le contour brisé AX'X'^B. 

En passant d'une section X à une autre, on n'aura à prendre 
que la longueur Bb égale à la valeur de AqOl correspondant à celte 
section et à mener les deux parallèles A 6 et Ba; mais on n'aura 
aucune courbe nouvelle à tracer. 

Remarque. — Pour la section G du sommet, on a cotf.-=oo 
et la construction précédente serait illusoire. Mais l'équation (i5) 
donne, dans ce cas, à cause de 



ds 


0, 


dx 


T 


dix 
" ds 


- dx' 
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qui montre que la ligne d'influence relative à l'eflort tranchant au 
sommet de l'arc est la même que s'il n'y avait pas de poussée, 
c'est-à-dire est la même que celle de la section D du milieu d'une 
poutre AB simplement appuyée à ses extrémités. Pour l'obtenir, 
on prendrait (§ 305) Bb égal à V unité de force, au lieu de prendre 
cette ordonnée égale à CD cote; on joindrait Ab, Pendant qu'un 
mobile de poids P = i parcourt le demi-arc AG, l'effort tranchant 
qu'il produit sur la section G est l'ordonnée de la droite A6 et, pen- 
dant qu'il parcourt la partie symétrique, l'effort tranchant a les 
mêmes valeurs changées de signe. 

Si une section est très voisine du sommet, la construction géné- 
rale ci-dessus indiquée fournirait des points b et a très éloignés. 
Il sera nécessaire, pour de telles sections, de réduire toutes les 
ordonnées ainsi que celles de la ligne de poussée dans un même 
rapport, c'est-à-dire de les tracer à une échelle plus petite, de 
façon à rester dans les limites du dessin. 

§ 438. 

EFFOBT TBAHGHAHT MAXIHUM PRODUIT PAR LE PASSAGE D'UN MORILE 
UnftUE SUR UN ARC. — Si un mobile unique de poids P passe sur 
l'arc, l'effort tranchant maxnnuin (ju'il produit sur une section 
donnée X se déduit immédiatement de la connaissance des lignes 
tracées. On mène une tangente à la ligne de poussée parallèle à A 6. 

Soit, au point de contact, -sjla valeur de l'ordonnée Zc comprise 
entre la ligne de poussée et le contour AX'X"B. G'est là le maxi- 
mum analytique de z^ D'autre part, suivant la verticale de la sec- 
lion X, il y a deux ordonnées Zc : l'une comprise entre la ligne de 
poussée et la droite BX." a, l'autre entre la ligne de poussée et la 
droite AX'6. Soit z'! la plus grande de ces deux ordonnées. 

On prendra la plus grande des deux ordonnées z] et z'i . Appe- 
lons-la zy. Si le poids du mobile était l'unité de force, l'équa- 
tion (i j) donnerait, pour l'effort tranchant maximum, 

rp ,ysini 
' CD 

Comme ce poids est de P unités de force, on aura 



• • 



T = Pzy :^ 



sin i 



CD 
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Par le sommet C de l'arc, menons une parallèle à la tangcnle 
au point X. Si B^ est le point d'intersection de cette ligne (non 
tracée) avec la corde AB, on aura 



donc 



DB. = ^, 

SI m 






Les longueurs z^^ et DB| doivent être mesurées à une même 
rclielle arbitraire. On peul construire aussi une quatrième pro- 
portionnelle aux trois longueurs 

P, z\\ DB,. 

Cette ligne mesurée à réchelle des forces représentera T. 

§ i3î). 

EFFORT TRAHGHAHT KASMUM PRODUIT PAR LE PASSAGE D'UN GOHYOI 
SUR UH ARG. — Pour avoir la position d'un convoi qui produit le 
plus grand effort tranchant dans une section donnée X, on devra 
le placer : 

i" A cheval sur la section X elle-même et le déplacer suivant 
les règles du § 136, jusqu'à ce qu'on ait obtenu la position cher- 
chée. 

Si 

•^1/' ^it^ -«•«/» •••? ^nt 

sont les ordonnées de Ze au droit des essieux dans la position ol)- 

tenue et si 

p i> p p 

sont les charges de ces essieux, on aura, pour l'effort tranchant 
maximum cherché, 

T = - - iViZit-^- Pî-Sjf-}-. . .-i- P/tZfit). 

On peut calculer la valeur de T ou la construire comme il est dit 
au § 436. 

2" Il peut arriver que l'effort tranchant maximum dans une sec- 
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lion X soit produit, non quand le convoi est placé à cheval sur 
cette section même, mais quand il Test sur la section qui, au pa- 
ragraphe précédent, a fourni le maximum analvtique z'I. On fera 
ce second essai comme le premier et Ton adoptera définitivement 
la plus grande des deux valeurs obtenues. 

§ 440. 

LIEU DES SOMMETS DUPOLTSOHE DES PRESSIONS DU A UN POIDS MOBILE. — 

Il ne faut pas confondre la courbe que nous avons utilisée dans 
l'élude des lignes d'influence sous le nom de ligne de poussée A\ec 
celle que M. le professeur Winckler appelle la ligne des réactions 
des appuis i Kdmpferdrucklinien), Cette dernière n'est autre, 
que le lieu du sommet du polygone des pressions dû à une charge 
mobile unique P [Jig- 47i P« 42). Ce polygone est, en effet, le 
polygone funiculaire de distance polaire q de la charge unique 
passantpar les points A et B. Ses deux côtés, AMo et MqB, sont les 
directions des réactions des appuis. De là, le nom donné par 
M. Winckler au lieu de leur point d'intersection M^. 

Soient AM = a l'abscisse du poids mobile et M^, M = [i l'ordon- 
née correspondante du sommet du polygone des pressions. 
On a 

B = a tanjîMoAM — 1 -'\ 

q 

en désignant par Fq la réaction verticale en A. 
On a 

/ — a 
r,= V —-. 

/ = A.B étant la portée de l'arc. 
Donc 

Iq 

Le rapport — est indépendant du poids P. Si donc on convient 
d^appeler q la réaction produite par une charge P = i , on aura 

^- fq 

pour l'équation de la courbe de Winckler. 
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L'expression générale (9) du § 129 que nous avons donnée de 
la poussée, quelle que soit la forme symétrique de Tare de section 
constante ou variable, permet de tracer cette courbe rapidement 
sans particulariser la forme de Tare. 

Cette même expression (9), si Ton y fait P = i, donne 



«,'0 •-'t 



/ 










oii 0- représente l'arc AX; x e\. y les coordonnées courantes de 
Tare donné rapportées à la courbe AB prise pour axe des x, la 
verticale du point A étant Taxe des^. 

Pour avoir le point Aq où la courbe coupe la verticale du 
point A, il faut, dans son équation, faire a = o, d'où a- = o, (jr = o et 



A A, 



='=(!)„. 



Or de l'expression de q on tire 






ds 



/* 



ds 
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Pour a= o, le premier terme du numérateur devient -• Si on 

lui applique la règle deL'lIôpi tal , comme pour a- = o on a j: =^y = o, 
on voit que ce terme est nul. Donc 

d'où 

X '-? "- 

AAo= ?o= :. » 



n 



s 

'^ ds 
1 





eipression dont le numérateur a été construit § 427, i", et 428. 
Le dénominateur peut l'être facilement; car, en divisant Parc en 
portions égales A5, il vient 



s 

s 



y z! y z! 



AAo= = 2 — - 



if i'f 



Le numérateur est connu. 

Si le moment d'inertie est constant, il disparaît en facteur com- 
mun et le dénominateur est la somme des ordonnées^ des points 
de division. Si Tare est de section variable, le dénominateur est 

la somme analogue des ordonnées y = j qu'on a formées pour 

construire le numérateur. 
En tous cas, l'ordonnée à l'origine AA© de la courbe est double 

(le celle du centre des forces parallèles j (j^ si l'arc est de section 

constante) appliquées aux points de division d'une moitié de l'arc 
ou, si l'on veut, le double de l'ordonnée du centre de gravité d'une 
moitié de la fibre moyenne, en lui attribuant, si la section est va- 
riable, une densité linéaire proportionnelle à j» 
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La courbe étant symétrique, on a aussi le point B© placé sur la 
verticale de l'appui B. 

Le sommet Cn s'obtient en faisant a= -> d'où a"= -> dans l'é- 

" 2 2 

quation de la courbe. Sa forme générale est celle indiquée sur la 

On voit que cette courbe se trace moins commodément que celle 
que nous introduisons sous le nom de ligne de poussée^ puisque 
cette dernière se trouve être un polygone funiculaire facile à 
obtenir. De plus, la ligne de poussée fournit le tracé des lignes 
d'influence d'un arc et permet, par suite, la discussion de l'action 
(jue celui-ci éprouve de la part d'un convoi mobile. 

§4il. 

ACTION DE LA TEMPÉBATURE. — Nous avons, dans ce qui pré- 
cède, supposé la température de l'arc invariable et égale à ce qu'elle 
était au moment de sa pose. Si cette température vient à croître ou 
à décroître, l'arc tend à se dilater ou à se contracter et, comme les 
appuis sont censés s'opposer d'une manière absolue à ce que cet 
effet se produise, leur présence fait naître de nouvelles réactions 
(jui viennent, suivant les cas, s'ajouter à celles dues aux charges ou 
s'en retrancher. 

Pour trouver la poussée due à la fois à des charges données et 
aux variations données de température, supposons que la tempé- 
rature de la pose vienne à s'accroître de t** C., t étant un nombre 
positif ou négatif. 

Soit le coefficient de dilatation, par la chaleur, de la matière 
supposée homogène dont Tare se compose. Si son extrémité A était 
seule fixe et que son extrémité B fût libre de glisser sur un appui 
horizontal, sous Tinfluence de l'accroissement (positif ou négatif) 
de la température, sa corde de longueur / s'allongerait d'une 
quantité 

Sous l'influence des charges, il prendrait un autre déplacement 
<jue nous appelons w, de sorte que son déplacement total serait 

w -f- /t. 
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Mais, par suite de la flxilé du point B, ce déplaceiuciil est nul. 
Ainsi 

M -T- /t = 0, 

d'où 

// = — o/t. 

Mais le déplacement purement élastique dû à Taction dos 
charges est donné (§ 42i) par la formule 



"=f,Wi^^' 



ou, comme Tare est supposé homogène, 



I r'M . 
" = F / T •^' 

D'où 



(20) I y/CW — Eo/t — O. 



C'est cette équation qui remplace celle {'l'j du § 425 lorsqu'on 
a égard à la variation de température. Elle se déduirait aussi (h* 
la première des formules (A©) du § 423, en négligeant l'eflTorl 
tranchant et la compression de la fibre moyenne. 

Comme 



on en tire 






ds 
, ^ Ko/t 

UU q = 



/'¥ 






§ 112. 

PBnCIPE DE SUPERPOSITION. DÉTERHOIATION DE LA POUSSÉE DUE A LA 
TEMPÉRATUBE. — Le premier terme du second membre est celui 
que nous avons étudié jusqu'ici: il représente la poussée due aux 
charges, abstraction faite de toute variation de température; aj)- 
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|)clons-le qc : 

ds 






e/5 



Le second, que nous appelons q-çy en sorte que 



7t = 









représente la poussc^e due à la variation de température, abstraction 
faite de toute charge, et la poussée véritable 

q = Çc-^qz 

se compose de la somme de celles dues à chacune des deux, consi- 
dérées séparément, ce qui confirme le principe de superposition 
des effets dus aux forces mécaniques et aux actions calorifiques. 
La poussée q^ç est d^ailleurs facile à déduire de la formule ci- 
dessus. 

On peut récrire 

EoTX / 
1'= s 



Us 





yç 



Si, pour construire le dénominateur, on a divisé Tare total s en 
n parties égales, 



E OT l X n 



2y 



Si l'arc est de section constante, 



q-^- X — = /lOTX ES X -TT-i) 







en appelant S/*- le moment d'inertie de la section d'aire S de 
l'arc. 
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Le dénominateur du second facteur nous est connu (§ 427) sous 
la forme du produit de deux longueurs; donc, le second facteur 



/ X /'« 





peut se calculer en mesurant les longueurs /, 5, r et celles qui 
donnent 2j'^ à une échelle commune arbitraire et divisant le pro- 
duit des premières par celui des dernières. 
Le premier facteur 

se calcule aussi en nombre dès que les unités de longueur et de 
force ont été adoptées, de sorte qu'il n'y a aucune difficulté à cal- 
culer (jr^- Le produit /iSt est purement numérique. C'est le rapport 
de l'allongement qu'un accroissement de température de ait de- 
grés centigrades fait éprouver à une longueur quelconque d'arc, 
à cette longueur. 

Le produit ES est une force, de sorte que des trois facteurs qui 
fournissent j'^, le premier etle troisième sont purement numériques 
et le second est, comme l'exige l'homogénéité, une force et ne 
dépend que de l'unité de force ; l'unité de longueur n'influe pas 
sur le résultat. 

Les choses se passent de môme si le moment d'inertie I est va- 
riable d'une section à une autre. Dans ce cas, pour construire des Ion- 

gueurs proportionnelles àyj nous avons vu (§428) qu'on divise l'arc 

en sections, dans chacune desquelles le moment d'inertie reste sen- 
siblement constant. On prend pour unité le moment d'inertie dans 
Tune de ces sections, et alors les moments d'inertie dans les autres 
sections sont représentés par de simples nombres ; appelons k ces 

nombres, on construit les ordonnées =t et l'on construit sous forme 

de produit de deux longueurs la somme \]^«* 

Soit Io= SotJ la valeur numérique véritable du moment d'inertie 
pris pour unité. Alors 

I = IqX X: = SqtJ X A:. 
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Uavant-derniùre formule devient 

«s •-•^•. •■'0 

q-:— no-: :-. L>o X 



s ' 

S 




'2Ï 



le dénominateur est encore connu sous forme du produit de deux 
longueurs. 

La seconde fraction s'obtient donc en mesurant les longueurs 
/, A*, To et celles qui donnent le dénominateur à une échelle commune 
arbitraire. Quant au produit /iot x ESq, il se calcule directement, 
n étant un nombre abstrait, t un nombre de degrés centigrades, 
E et So des nombres connus dès que les unités de longueur et de 
force ont été choisies, et môme le produit ES© est indépendant de 
la première de ces unités. 

Ainsi, si Ton prend le mètre pour unité de longueur, le kilo- 
gramme pour unité de force et qu'il s'agisse du fer, on adopte assez 
souvent 

D'ailleurs le coefficient de dilatation du fer rapporté au degré du 
thermomètre centigrade peut être pris 

-■■ 0,00001 .i'i. 

S'il y a eu une augmentation de température de 3o" par rapport 
à la température de pose, on fera 

T -- 3o. 

Si c'était une diminution de température de 3o*^, on ferait 

T — -- 3o. 

Dans chaque cas, on fera les substitutions numériques et l'on 
effectuera le calcul très bref qui donne q-^, 

§ 443. 

ACTIONS BÉUHŒS DE LA TEMPÉRATUBE, DE LA COMPRESSION DE LA FIBRE 
MOYENNE ET DE L'EFFORT TRANCHANT. — La première des formules (Ao) 
du § t23, appliquée à l'extrémité B de l'arc, donne, en observant : 

r* Que, pour ce point, x — -■ /, y -.^ o el fi ^^ o\ 
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2® Que Wo, Xq et^o» se rapportant à Textrémité A de l'arc, sont 
également nuls 

<» =/ ïf ''^ -^^^' -/ë5 ''•^-/^ ''•^' 

OÙ les intégrales sont étendues à l'arc entier (on a supprimé les 
accents des lettres qui subsistent sous les signes d'intégration, ce 
qui ne change pas la valeur des intégrales). 

Les coefûcients d'élasticité longitudinale et transversale étant 
en général constants dans toute l'étendue de l'arc, on peut écrire 

Comme (§ 42o) 

M = fx — çrj; 

que, d'autre part, en appelant N^ et T^ les valeurs connues qu'au- 
raient N etT si la poussée n'existait pas, on aura 



ilvi 



T - T a^^^ 



ent 



=-^--iY--[/ï--/l(S-îl>] 






(a> 



1 = 



.f T-"^^"'-.f'r'"-i.fT''- 



Si Ton utilisait de même la première ( Aj ) du § 423 qui, au lieu de 

la Compression de la fibre moyenne, introduit la somme X»,-!- y des 

projections horizontales des forces agissant à la gauche de chaque 

section, X^ étant l'expression connue à laquelle se réduirait cette 

somme si la poussée n'existait pas, en sorte que Xt;=o si les 

IIF. 4 
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charge» sont verticales, on aurait 



r^.../|_(..i)/(|): 



ds 



nu, en n<^gligcanl les quantités de l'ordre de l'effort tranchant et 
supposant que les charges sont verticales, 

formule très simple et, en général, très suffisante dans la pra- 
tique. 

Si la section est constante, celte formule devient 

, , fix.vds^Elo'zl 

s étant la longueur de Tare. 

Si, au point de vue graphique, on remplace les intégrales par 
des sommes, on aura 

(C|) q = 



1^ -li ' 



et, si la section est constante, /• étant son rayon de gyration, en 
sorte que 1= Sr^, il vient 

- H^r -^ -T- X ES X r« 

(^«> ^ = ^TmTTï 

La formule (C| ) peut se mettre elle-même sous une forme plus 
commode. Soit 

I = A:Io= A'SorJ, S = A-'So, 

lo» So, r© étant le moment d'inertie, l'aire et le rayon de gyration 
d'une section particulière arbitrairement choisie et /:, k' deux 
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i|uantités purement numériques, variables d'une section à une 
autre. On aura 



<r,) q- — 



S'f 



8t/ 

-^ ES, X ri 



2Ç-'îIf 



§ tii. 

MARCHE A SUIVRE DAHS LA PRATiaUE POUR LADËTERMIRATION APPROCHÉE 
DU SOLIDE D'ÉGALE RÉ8ISTAHGE (^ ). — Dans la pratique, on commence 
ji^énéralement par faire abstraction des effets possibles de la tempé- 
rature, de ceux de la compression de la fibre moyenne et de Tcffort 
tranchant; on suppose, en outre, la section de Tare constante. 

I** On détermine, dans ces conditions, une première valeur ap- 
prochée q^ de la poussée et, par suite, le moment de flexion pro- 
duit dans chaque section par les charges fixes que Tare peut avoir 
à supporter (§ 427). 

a" On détermine de même le moment de flexion maximum que 
peuvent produire, dans chaque section, les charges mobiles s'il en 
existe (§ 429 et suivants). 

3** On fait le total M de ces deux moments et, par la formule 

(voir Note I, I'* Partie) on détermine le moment d'inertie I à 
donner à chaque section. Il sera convenable d'adopter pour la 
tension R une valeur un peu inférieure à celle qu'on ne veut pas 
dépasser. Ainsi, si l'on désire ne pas dépasser des tensions ou 
pressions de 6^^ par millimètre carré, il sera prudent, dans ce pre- 
mier calcul, de prendre R égal, par exemple, à S*'^ seulement 
on 4*^,5 par millimètre carré, soit 

R = 5 X loS 

ou 

R = 4,5xio«, 

sî le mètre est pris pour unité de longueur. 
(') Voir une autre méthode, Note I. 
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Ayant ainsi des valeurs approchées de I, la forme adoptée pour 
la section transversale donne les valeurs correspondantes de son 
aire S. Le polygone des pressions qu'on a tracé donne, en 
chaque point de la fibre moyenne, non seulement le moment de 
flexion, mais aussi la résultante de translation des forces élastiques 
agissant dans la section qui passe par ce point et, par suite, ses 
composantes N et T suivant la tangente et la normale à la fibre 
moyenne. On pourra donc vérifier si la tension ou pression des 
fibres extrêmes donnée par l'expression 

1 "^ S 

T 
et l'effort tranchant par unité de surface -^ ne dépassent pas le> 

valeurs que l'on veut adopter. 

Si l'on juge nécessaire de faire une nouvelle vérification sur les 
valeurs ainsi obtenues pour I et S, on pourra recourir, pour la re- 
cherche de la poussée, à la formule (cs) dont les sommes se con- 
struisent facilement (§ 428). 



§ 445. 

TABLES NUMÉBiaUES DE BBE88E POUB FACIUTEB LES CALCULS BELATIFS 
AUX ABCS GIBCÏÏLAIBES DE SECTION CONSTANTE POSÉS SUB BOTULES. - 

Notations. — cp, demi-angle d'ouverture de l'arc ou angle du ravon 

allant à une naissance avec le rayon vertical ; 
P, poids isolé agissant en un point quelconque de la fibre moyennr 

de l'arc ; 
0, angle du rayon allant à ce point avec le rayon vertical ; 
/?, charge uniforme par mètre courant de longueur d'arc ou dt* 

longueur de corde j 
p, rayoh de l'arc; 
'2 a = Ij ouverture de l'arc ; 
/, (lèche de l'arc ; 
Vo= '^pp'fy charge totale lorsque la charge p est uniformément 

répartie suivant l'arc; 
Pi z=pl=z 2pa, charge totale lorsqu'elle est uniformément répartie 

suivant la corde; 
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T, température exprimée en degrés centigrades à partir de la tem- 
pérature de pose; 

o, coefficient de dilatation; 

//, valeur exacte de la poussée due à une cause quelconque 
(charges ou température); 

q^^ valeur de première approximation de la poussée q^ c'est-à-dire 
sa valeur, abstraction faite de la température, de refibrt 
tranchant et de la compression de la fibre moyenne, en sorte que 

On posera 

I — A — 

a* 
< I) Ç = Ço "i ' 

a* 

Iv multiplicateur de q étant un facteur de correction très voisin 

lie l'unité. Dans ce multiplicateur, r^ = - est le carré du rayon 

de gyralion de la section de l'arc, X et X' sont deux coefficients 
calculés dans les Tables et dont l'expression sera d'ailleurs donnée 
oi -après. 

Table I. — Elle fournit le rapport ^ de la poussée qo^ produite 
à une première approximation par un poids isolé P, à ce poids. La 

Table est à double entrée, puisque ^ dépend de la demi-ouverture 

C5 de l'arc et de la position du poids caractérisée par l'angle 8. Elle 
peut être calculée par la formule (9) du § 429 en y supposant I 
constant, en sorte que cette quantité disparaît, et en remplaçant 
l'ordonnée de l'arc par la valeur qui convient à la forme circulaire. 
Cette Table permet ainsi de construire la ligne de poussée sans 
recourir à la construction du § 430. 

Table II. — Elle donne : 
Colonne 2. — Le rapport 

r — yp^* _ Ço^ 
otESt» ■" otEI' 

qui permet de trouver, à une première approximation, la poussée qo 
due à un changement de température. 
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On obtient ensuite une valeur plus exacte de la poussée q duc à 
la température parla formule 






~~7 ' 



V étant fourni par la Table III. 

Colonne 3. — Elle donne le rapport 

C = ^Q = ?1 

de la poussée produite par une charge totale Pq uniformément ré- 
partie suivant l'arc, à cette charge. 

Colonne 4. — Elle donne le rapport analogue 

r» 7o ^0 
ipa Pj 

pour une charge totale P| uniformément répartie suivant la corde. 
Cette Table est à simple entrée. L'argument est o ou plutôt le 

rapport ^ du demi-angle d'ouverture à l'angle droit. 

2 

Tables III et IV. — La Table III donne les valeurs des quantités 
\ et )/ qui entrent dans le coefficient de corrcclion de la for- 
mule (i). La Table IV donne en bloc ces coefficients : 

i — A — 



a* 

La Table III est à simple entrée; les coefficients \ et )/ qui y 
sont calculés ne dépendent que de l'angle d'ouverture ç de Tare 
et non des charges. 

La Table IV est à double entrée; le coefficient de correction 

qui y est calculé dépend des deux arguments cp et ~; mais les 

charges n'y entrent pas, de sorte que ces Tables III et IV peuvent 
être appliquées, quelles que soient les charges. 

Mais cela n'est qu'approché en ce qui concerne le coefficient )., 
et par suite le coefficient de correction de la Table IV. 
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En effet, les valeurs de \ et V, quelles que soient les charges, 
peuvent être calculées exactement par la formule (a) du § 443, 

En négligeant Teffort tranchant, et pour un arc de section con- 
stante^ elle devient, en faisant I = Sr^, 

_ f \i-y ds ■ - r^ Ç ^ r dx 



fyrds,-r^f(^y^s 



ea sorte que 



. . fyrdx 
X =a« i- -T- 

iv-yds 

dxV 



im 



ds 

fy^ds 

On voit que V ne dépend que de la forme de l'arc, c'est-à-dire, 
dans le cas de l'arc circulaire, de l'angle d'ouverture <p; au con- 
traire, X dépend en outre de la charge, c'est-à-dire de l'angle 0, 
si la charge se réduit à un poids unique P. Mais Bresse a 
montré que pour un arc donné, c'est-à-dire pour une valeur don- 
née de ç, ce coefficient varie peu avec 8 et qu'en remplaçant sa 
valeur exacte plar la valeur moyenne obtenue en supposant le poids 
placé au quart de la longueur de l'arc, on compact, sur la poussée, 
une erreur relative toujours moindre que j^ et le plus souvent 

inférieure à — j« C'est pourquoi la Table III ne donne que la va- 
leur moyenne deX, laquelle, pour un arc donné, peut être adoptée, 
quelles que soient les charges agissantes. Elle ne dépend que de 
l'angle cp et, de même, la Table IV fournit une valeur moyenne, 
convenant à toutes les charges, du coefficient de correction complet. 
La valeur de V de la Table III donne aussi la correction de la 
poussée résultant de la température, correction à faire par la for- 
mule (2) ci-dessus. 
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Table I. — Rapport ~ de la poussée q» due à un poids isolé 

à ce poid 



RAPPORT 




2? 


-— ■- 




0,00 


0,I2 


i 

4,125 


o,i3 


3,804 


o,i4 


3,529 


0,1 5 


3,291 


0,l() 


3,082 


0,17 


2.897 


0.18 


2,733 


0,19 


2,586 


0,20 


3,453 


0,21 


2,333 


0,22 


2,22', 


0,23 


2,124 


0,24 


2,032 


0,25 


ï'O^T 


0,26 


i,86y 


0,27 


1.797 


0,28 


iw''9 


(>,2<) 


i,66(i 


o,3o 


1,607 


o,3i 


1,552 


0,32 


i,5oo 


0,33 


I , '|52 


0,3', 


1,4 06 


, 35 


1 . 362 


«).3^j 


1 ,3"u 



RAPPORT K =r - 

? 



0,05 



4^112 



793 : 

5i8 ' 

I 
281 I 

I 

072 ' 
888 ' 
725 
578 

446 
326 



217 



117 
026 

9 'm 

863 
79 ï 

661 
602 
547 

491 

Vn 
4oi 

358 
^17 



0,10 

4,075 
3,758 
3,486 
3,25i 

3.044 
2,862 

2,700 
2.554 
2,423 
2 , 3o4 
2,196 

2,0<)8 



,007 



,923 
,846 

»774 
,708 

,645 
,587 
,533 

,48i 
,433 
,388 

,344 
,3o4 



0,15 0,20 0,25 I 0,30 



0,35 



4,012 



700 
432 
200 

997 
817 

657 

5i4 

385 

268 

162 

064 

975 
«93 

817 

746 

680 

619 

56 1 

5o8 

457 

410 

365 

322 
282 



926 3 



621 
359 

l32 

933 

757 

600 

460 
334 
219 

ii5 

019 
932 
85 1 

/// 
707 

643 

583 

527 

I74 

M 
378 
334 
292 

253 



816 
519 
264 
043 
862 

679 
526 

390 

267 

i56 

054 

961 

876 

798 
725 

658 

595 

537 

482 

43i 

389 

337 

29I 
254 

2l5 



3,682 
3,396 
3,ijo 
2.936 

2,7^9 
2,584 

2,437 

2.3o5 ! 

2,187 

2,079 

,981 

I 

,891 
,809 , 
,733 
,663 , 
,598 
,537 ' 

,481 
,428 
.378 
,332 
,288 ' 

, 246 
,207 
,170 



5a6 

25l 

016 
811 
63a 

474 
333 

ao6 

093 

9«9 
895 

809 

730 

658 

590 

518 

470 

4i5 

365 

317 

372 

23o 

190 

i53 
"7 



0,40 

3,348 
3,087 
a, 863 
2,669 

2,498 
2,348 

a, 214 
2.094 

,985 
.887 

»798 
,716 

,64i 
»572 
.5o8 

,448 
.393 

,341 
,293 

,248 

,205 

,i65 
,127 
,091 
,067 
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^int quelconque d'un arc circulaire de section constante, 
' ^pprooc inflation). 



T 










RAPPORT K = -. 

• 












0,50 


0,55 


0,G0 

1 


0,65 


0,70 0,75 

1 


0,80 


1 
0,85 


0,90 


0,95 




2,931 


2*69^ 

1 


2,44i 


2,171 


1 
1,888 1,593 


1,286 


o»972 


o,65i 


0,327 


1 2,702 


2,484 


2,25o 


2,001 


i,7lo 1,467 


1 ,i85 


0,895 


0,600 


0, 


3oi 




2,5o6 


2,3o3 


2,086 


1,855 


1,612 i,3Go 


1,098 


o,83o 


0,556 


0, 


.279 


* 


2,335 


2,i46 

1 


» ,943 


1,728 


1 ,502 ' 1,266 


1,023 


0,772 


0,517 





.:î59 




2,186 


2,008 


1,818 ' 

1 


1,617 


i,4o5 1,1 8'| 


0,956 


0,722 


o,484 





.242 




2 ,o54 


1,887 


1,708 


i,5i8 


1 
1,319 1,112 


0,898 


0,678 


0,454 


0, 


227 




1,936 


«»778 


1 ,610 , 


i,43i 


1,243 ' 1,048 


o,8't5 


o,638 


0,427 


0, 


>2l4 




i,83o 


1,681 


1,521 


1,352 


1,175 1 0,990 


0,799 


o,6o3 


. 4o3 


0, 


,202 




1,735 


'»V4 


1,442 


1,281 


1,112 0,937 

1 


0,756 


0,571 


o,38.î 


0, 


'91 




',<5l9 


i,5i4 


1,370 


1,217 


1,007 o,8()o 


0,718 


0,542 


0,362 


Oî 


,iSi 




1,571 


1,442 


i,3o 4 


1,159 


1,006 0,847 


0,683 


o,5i5 


0,344 





172 


1 «»499 


1,376 


1,244 


i,io5 


0,959 0,807 


o,65i 


0,491 


o,3a8 


O) 


,164 




1,433 


i.3i5 


1,189 


i,o56 


0,9*6 0,771 


0,621 


o,i68 


o,3i3 





157 




1,372 


i,a59 


i,i38 


1,010 


0,876 0,737 


0,594 


0,448 


0,299 





i49 




f,3i5 


I*,207 


1,091 


0,968 


0,839 


0,706 


0,569 


0,428 


0,286 


0, 


,43 




1,263 


i,i58 


ï»o47 


0,929 


o,8o5 1 0,677 


0,545 


o,4ii 


0,274 





,137 


I,2l4 


1,1*4 


1,006 


0,892 


0,773 


o,65o 


0,523 


0,394 


0,263 





,i3i 


1,169 


1,072 


0,968 


0,858 


0,744 


0,625 


, 5o3 


0,379 


0,253 





,126 


1 1,126 


I,o33 


0,932 


0,826 


0,716 


0,601 


o,48i 


0,364 


, 243 


Oi 


,121 


1 i,o«6 1 


0,995 


0,899 


0,796 


0,690 


o»579 


0,466 


o,35o 


0,234 





,116 


1 i,o49 


0,961 


0,867 


0,768 


o,665 


0,558 


o,4i9 


0,337 


0,225 





,112 


1 IyOl3 


0,928 


0,837 


0,742 


0,642 


0,539 


0,433 


0,325 


0,217 


0, 


,108 


1 0,980 


0,897 


0,809 


0,716 


0,620 


0,520 


0,418 


o,3i4 


0,209 





, io4 


1 0,94s 1 


o,SG^ 


0,782 


0,693 


0,599 


0,502 


o,4o3 


o,3o3 


0,202 





,100 


1 ^ 


,9'S 1 * 


o,84o 


0,757 


0,670 


0,579 


0,486 


0,390 


0,292 


0,195 





»097 
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RAPPORT 
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9 








39 

■ • 




















0,00 


0,05 


0,10 


0,15 


0,20 


0,25 


0,30 


0,35 


0,40 


0,37 


1,283 


1,278 


1,265 


1,244 


I,3lO 


i,>79 


i,i35 


i,o83 


1,035 


0,38 


1,245 


1,241 


1,238 


1,908 


1,180 


i,i44 


1,101 


i,o5i 


o»994 


0,39 


1,309 


I , 2o5 


1,194 


1,174 


i,i46 


i,iii 


1,069. 


1,021 


0,965 


0,40 


i,i7() 


1,173 


i,iOo 


1,142 


i,ii4 


1,080 


1,039 


0.99» 


0.937 


o,Î3 


1 , 1 1 3 


1,109 


1,09^ 


i,<j8o 


1,054 


1,033 


0,983 


0,937 


o,885 


o,4i 


i,o56 


I ,o52 


I,0't3 


1,024 


1,999 


0,968 


o,93i 


0,887 


o,838 


0,46 


i,oo3 


■ 1,000 


0,990 


0,97'^ 


0,949 


o,9'9 


0,883 


0,841 


o»794 


0,48 


0,955 


0,901 


o,94a 


0,925 


0,903 


0,874 


0,839 


o»799 


0,754 


o,5o 


0,910 


0,907 


0,897 


0,881 


0,859 


0,833 


0,798 


0,760 


0,716 


0,52 


0,868 


0,805 


0,850 


0,840 


0,819 


0,793 


0,760 


0,733 


0,681 


o,'>1 


0,829 


0,820 


0,817 


0,802 


0,782 


0,756 


0,725 


0,689 


o,648 


, .v> 


o^V.)^ 


0,79" 


0,781 


0,707 


0,747 


0,733 


0,692 


0,657 


0,618 


o,:>8 


0,758 


, 750 


o»747 


0,733 


o,7»4 


0,690 


0,661 


0,627 


0,589 


0,()0 


0,720 


0,723 


0,715 


0,702 


0,083 


0,659 


, 63 1 


0,599 


o,563 


o,()a 


0,096 


0,093 


0,085 


0,073 


0,054 


o,63i 


o,6o3 


0,572 


o,536 


o,r,4 


0,067 


0,005 


0,057 


0,044 


, Ô36 


0,607 


0,577 


0,546 


0,5l3 


0,08 


o,0i4 


O,0l2 


0,604 


OjÇcO 


0,575 


0,554 


0,528 


0,499 


0,467 


0,72 


, 5(»0 


o,50i 


0,557 


0,04^ 


0,539 


o,5o8 


o,484 


0,456 


0,4^6 


0,70 


0,522 


0,530 


o,5i6 


0,503 


0,486 


0,467 


0,444 


0,417 


o,388 


0,80 


0,482 


0,480 


0,473 


0,462 


0,447 


0,429 


o,4o6 


o,38i 


0,353 


0,84 


o,5'|5 


o,4',3 


0,430 


0,426 


0,4" 


0,393 


0,372 


0,347 


O,330 


0,88 


0,410 


o,'|o8 


0,'j03 


0,391 


0,378 


o,36o 


0,339 


o,3i6 


0,390 


0,9 > 


0,378 


0,370 


0,370 


o,30o 


0,346 


0,339 


0,309 


0,386 


0,361 


*>»</> 


0,347 


o,3'j5 


0,349 


0,329 


o,3i6 


o,3oo 


0,280 


0,358 


0,334 


1 ,00 


o,3i8 


'' o,3iO 


, 3 1 1 

1 


o,3oi 


0,388 


0,372 


' 0,253 


0,33l 


0,308 



ABC REPOSANT SUR ROTULES. 



5<J 



T 








RAPPORT 
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0,50 


1 

0,55 

1 


0,60 


1 

0,65 


0,70 


0,75 


0,80 


0,85 


0,90 


0,95 




0,890 


1 

1 0,814 


0,733 


0,649 


o,56o 


0,470 


0,377 


0,283 


0,188 


0,093 




o,863 


0,789 


0,711 


o,6j8 


0,543 


0,454 


0,364 


0,273 


0,181 


0,090 




0,837 


0,760 


0,689 


0,609 


0,526 


0,440 


0,353 


0,264 


0,175 


0,087 




o,8ia 


0,742 


0,668 


0,590 


0,509 


0,426 


0,341 


0,2J6 


0,170 


0,084 




0,766 


0,700 


0,629 


0,555 


o»479 


, 400 


0,320 


0,240 


0, 169 


0,079 




0,724 


0,661 


0,594 


0,524 


o,45i 


«»'^77 


o,3oi 


0,225 


o,i49 


0,074 


■ 


o,685 


0,625 


o,56i 


0,494 


0,4^5 


0,345 


0,283 


0,211 


0,140 


0,069 




o,65o 


0,592 

1 


o,53i 


0,467 


o,4oi 


0,334 


0,266 


0,198 


o,i3i 


o,o65 




0,616 


1 

j 0,559 


0,502 


0,442 


0,379 


o,3i5 


0,25l 


0,187 


0,123 


0,061 




o,585 


' 0,532 


0,4-6 


0,418 


0,358 


o»297 


0,236 


0,176 


0,1 15 


0,067 




o,556 


o,5o5 


o,45i 


0,396 


0,339 


0,281 


0,223 


o,iG5 


0,108 


o,o53 


1 


0,529 


i 0,480 


0,428 


0,375 


0,320 


0,265 


0,210 


0,1 55 


0,102 


o,o5o 


\ 


o,5o3 


0,456 


0,406 


0,355 


o,3o3 


o,25o 


0,198 


0, 146 


0,096 


0,047 


f 


0,479 


1 0,433 


0,385 


0,336 


0,185 


, 236 


0,186 


0,1:^7 


0,090 


0,044 




0,456 


0,4l2 


0,366 


0,319 


0,271 


0,223 


0,175 


0,129 


0,084 


o,o4i 




0,434 


i 0,391 


0,347 


0,302 


0,256 


0,210 


0, i65 


0, 121 


0,078 


o,o38 




0,393 


0,354 


o,3i3 


0,271 


0,228 


0,187 


0,146 


0,106 


o,oG8 


o,o33 




0.356 


0,319 


0,281 


0,242 


0,203 


o,i65 


0,128 

1 


1 0,092 


0,009 


0,028 




0,322 


0,287 


0,25l 


0,2l5 


0,180 


0,145 


0,111 


0,080 


o,o5o 

1 


0,024 

1 




0,291 


o,258 


0,224 


0,191 


o,i58 


0, 126 


, 096 


0,068 


0,042 


0,019 




0,261 


o,23o 


0,199 


0,168 


0,137 


0,108 


0,081 


0,057 


o,o35 


, 0,016 




0,234 


0,204 


0,175 


0,146 


0,118 


0,092 


0,068 


o,o46 

i 


0,027 


0,012 




0.208 


0,180 


0,l52 


0,I25 


0,100 


0,076 


o,o55 


o,o36 


0,021 


0,008 




o,i83 


0,167 


o,i3i 


0,106 


0,082 


0,061 


0,042 


0,027 


1 0,014 


o,oo5 




0,169 

i 


o,i34 


0,110 


0,087 


0,066 


o,o47 


o,o3o 


1 0,017 


0,008 


0,002 

1 

1 

1 



6o 
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Table II. — Coefficient de la partie principale de la poussée produite p 
poids uniformément réparti sur Varc entier suivant la longueur de It 
moyenne ou suivant V horizontale y et par une dilatation linéaire indépei 
des charges. 



RAPPORT 



o, 12 

o, i3 
o,i4 
o,i5 
o,i6 
0,17 
0,18 

0,20 
o,ai 

0,î!2 

o,'j3 

0,!i4 

0,25 
0,26 

0,27 

0,28 

0,29 

o,3o 
o,3i 
0,32 
0,33 
0,34 
0,35 
(»,36 





COEFF 




ponr 


COEFFICIENT 


anlforméi 


pour 


' 


la dilatation 




C. 


snirant 




l'arc 




C. 


208,8 


2,635 


»77.^' 


2,429 


i52,8 


2 , 253 


i32,8 


2,100 


116,4 


1,965 


102,9 


1,847 


9i»5 


i»7l« 


81,9 


i/>47 


73,7 


1,562 


66,6 


1.484 


60,5 


i,4i4 


55 , 2 


1,349 


5o,5 


1,290 


46,3 


1 , 236 


42,7 


1 , i85 


39,4 


i,i38 


36,5 


1,095 


33,9 


i,o5i 


3i,5 


1,016 


39.4 
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3,4 
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Table III. — Valeurs des coefficients X et V pour la correction 
des poussées q^ produites par des poids ou par une dilatation. 

N. B. — On donne seulement ici la valeur moyenne de \ correspondant 

à chaque angle cp. 
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1 '? 
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3,1a 


I 3 1,57 
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0,17 
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yo,32 
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0,48 
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0,20 
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5,56 


0,26 
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0,62 


1,78 


5,07 


0,27 
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0,64 


1.7I 
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0,68 
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3,86 
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\ 0,34 
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0,96 
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0,36 
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Table IV. — Coefficients de correction qui doivent affecter la partie / 

de la poussée produite par des poids quelconques. 

r* 

(Ce coefficient est l'unité quand l'argument —^ devient nul) 
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CHAPITRE IL 

ARCS ENCASTRÉS AUX DEUX EXTRÉMITÉS. 



§ 4t6. 

THÉOBiKE rOHDAMEHTAL — Si, aux divers éléments ds d^un arc 
de section^et d'élasticité constantes ou variables, soumis à des 
charges quelconques {verticales ou non) et encastré aux deux 

extrémités, on applique des forces fictives rrr ds^ parallèles à 

me direction fixe arbitrairement choisie, dans un sens con- 
venu ou en sens contraire suivant que M est positif ou négatif, 
ces forces sont en équilibre asiatique {c'est-à-dire qu'elles sont 
en équilibre quelque direction qu'on leur donne) {*). 

En efiet, soit AB la fibre moyenne de l'arc considéré (fig* 48). 

Fig. 48. 




Rapportons-le à deux axes de coordonnées rectangulaires quel- 
conques. Les composantes Uq et Vq du déplacement du point Â 



(') Ce théorème suppose qu'on néglige l'efTort tranchant et la compression de 
la fibre moyenne. 
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sont nulles, ainsi que la rotation Qq ^^ ^^ section passant parce 
point. Par suite, les ('îquations (A') du § 423 donnent, pour les 
composantes u et r du déplacement d'un point quelconque G, 



(0 



j"--^'/m^^^/Eï>'^^^' 






«. 



(â'^^-Xâ"''*' 



et, pour la rotation Q de la section faite en ce point, 

Si Ton applique ces formules au point B, quelle que soit sa po- 
sition, on a, par hypothèse, en ce point* 



12 (), u — if - 



on aura donc les trois équations 



M ds 



ry- J^ — O, 



I r M C/S 

1 j-ËT^' ^' 



où les intégrations sont à effectuer dans toute la longueur de l'arc. 
Les deux premières expriment que les forces -prp sont en équi- 
libre si on les suppose parallèles à Taxe des j'; la première et la 
troisième, qu'elles sont en équilibre si on les suppose parallèles à 
l'axe des x^ et les trois réunies, qu'elles sont en équilibre pour ces 
deux directions, et par suite pour toute direction qui leur serait 
attribuée. 

^ Ul. 

o 

CAS PAETIGULIEBS DU THÉORÈME FONDAMENTAL ~ i" Si l'arc considéré 
est d'élasticité constante, qu'il soit de section constante ou va- 
riable, le théorème s'applique aux forces fictives — r— et son ex- 
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pression analytique devient 

rMds rMds rMds 

2** S'il est, en outre, de section constante, le théorème s'ap- 
plique aux forces fictives M ds et les équations ci-dessus deviennent 

( V) o = /M ds = fMx ds = fMy ds. 

3" Dans Tétude des poutres droites et des arcs articulés en leurs 
extrémités, on commence, dans la pratique, par supposer la section 
constante, sauf à déterminer ensuite les moments d'inertie I de 
façon que la pièce soit d'égale résistance, ce qui exige qu'ils varient 
d'une section à une autre. 

On peut ensuite, adoptant les valeurs ainsi obtenues, faire, si 
on le veut, une nouvelle détermination des moments de flexion en 
ayant égard à la variabilité du moment d'inertie. 

Dans le cas d'un arc encastré à ses extrémités, au lieu de faire 
les premières déterminations en supposant I constant, on peut 
aussi les faire en supposant Icos8 constant, Q désignant l'angle que 
la tangente à l'arc fait avec l'horizontale. 

Cette seconde hypothèse est plus voisine de la réalité que la 
première. 

En effet, dans un arc encastré à ses extrémités, le moment d'i- 
nertie I, comme nous le verrons, va en croissant depuis le sommet 
de l'arc jusqu'à ses naissances. 

Comme cosQ va, au contraire, en décroissant du sommet aux 
fiaîssances, le produit IcosO est plus voisin de la constance que le 
facteur I. 

Il en serait autrement dans un arc posé sur tourillons. Là, il est 
rationnel de donner, comme on l'a fait pour la première fois au 
pODt du Douro [voir Note I) et depuis, au viaduc de Garabit, une 
section décroissante du sommet aux naissances. 

Et comme cos6 décroît aussi dans cet intervalle, le produit 
I cosô décroît plus vite que I; il est donc préférable, dans ce cas, 
de faire les premières déterminations dans l'hypothèse I = const. 
que dans celle Icosô =: const. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, l'axe dcs^ horizontal, 

m. 5 
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en sorte que 



et nous poserons 



dx 

cosO = -7- > 
as 



lcose = I^ = r. 
as 



Si Ton introduit F au lieu de I dans les équations (3'), elles de- 
viennent 

(4) ^^/ F ^^ ^ j Y^^^^j p^'^*^' 

cl, si Ton suppose F constant, on aura 

(4') = /M dx = /M xdx = fMy dx. 

Ce sont les forces Mdx qui sont en équilibre asiatique, au lieu 
que ce sont les forces M ds qui jouissent de cette propriété, si c'est 
le moment d'inertie I qui est supposé constant. 

§ 448. 

POUTBE GOEBESPOHDAHTE A UH ABC ENCASTRE. — Considérons tou- 
jours l'arc AB (Jiff- A, p. 67) quelconque, de section constante 
ou variable; mais supposons-le soumis uniquement à des charges 
verticales. Projetons sa corde AB sur une horizontale quelconque, 
par exemple, sur l'axe des x en AB' et soit G' la projection d'un 
point quelconque G de la fibre moyenne. 

Concevons une jpoutre droite dont la fibre moyenne soit AB', 
encastrée à ses deux extrémités A et B', soumise aux mêmes charges 
que l'arc donné et telle que son moment d'inertie au point G' soit 

F= I-T-j I étant le moment d'inertie au point G. 

Nous dirons, pour abréger, que AB' est la poutre droite corres- 
pondante à l'arc AB; le point G' sera dit le correspondant ou la 
projection de G. 

On voit que, dans l'hypothèse I-^ = F= const., la poutre cor- 
respondante à un arc est de section constante. Dans tout autre cas, 
elle est de section variable. 



ARCS ENCASTRÉS AUX DEUX EXTRÉMITÉS. 



67 




B' ^ 



68 r* SECTION. — CHAP. II. 

§ 449. 

MÉTHODE D'EDDT. — La méthode d^Eddy, appliquée à un arc en- 
castré à ses deux extrémités, comporte quatre opérations princi- 
pales : 

I® Détermination des moments de flexion M' que les charges 
agissant sur l'arc produiraient dans la poutre droite correspon- 
dante; 

2° Tracé d'une certaine droite que nous appellerons la ligne 
de fermeture de l'arc et qui fournit deux points du polygone des 
pressions ; 

3° Détermination de la distance polaire de ce polygone (ou 
poussée de l'arc). 

4** Tracé de ce même polygone. 

Détermination du moment de flexion H'. — Construisons {ftg* Aq) 
un polygone funiculaire quelconque des charges données. 

Soit aolo2o3o-io5o^o ce polygone terminé aux verticales des 
deux extrémités de la fibre moyenne, de sorte que aojîo est la 
corde du polygone. Soit q^ sa distance polaire arbitrairemcn 
choisie. 

Déterminons les moments de flexion do la poutre fictive AB 
sous l'influence des charges données. 

Pour cela, il suffit de déterminer la ligne de fermeture a^b^ d 

polygone funiculaire. Si l'on suppose \'z=\~ - constant, c'est 

à-dire si la poutre fictive est de section constante, on appliquerai 
méthode exposée au § 333. 

Dans le cas contraire, on y apportera la modification indique 
au § 338. 

Dans tous les cas, si z\ désigne l'ordonnée que la verticale d'ui 
point quelconque G' de la poutre détermine entre le polvgone 
la ligne de fermeture «o^o 'c moment de flexion M' au point 
sera 

(5) U'=q,z',, 

Et comme le moment de flexion dans une poutre encastrée à s( 
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extrémités satisfait (§ 33i) aux deux équations 



(6) 



rM'dx rM'xdx 



o 



r désignant le moment de flexion constant ou variable de la section 
de la poutre, on aura aussi identiquement 

ou 

(6) J-1--^' J —T" 

Les forces fictives verticales ^^^=— ou ^" sont en équilibre. 

a"" Détermination delà ligne de fermeture de l'arc. — Ceci posé, soit 
{Jig. A) al. 2. 3. i. 5^ le polygone des pressions supposé pour un 
instant connu. Par les points Eq et t^ {/Ig- Ao) où la ligne de fer- 
meture ci^Ùq du polygone funiculaire aolo-«« Po coupe ce poly- 
gone, menons des verticales jusqu'à leurs rencontres en e et s' avec 
le polygone des pressions (Jig- A). Joignons les points e et e'; on 
obtiendra une droite qui coupe les verticales des appuis en a 
et b. C'est cette droite ab que nous appellerons la ligne de fer- 
meture de l'arc. Si on la connaissait, on en déduirait les points e 
et e' par son intersection avec les verticales de Zq et e'^, et Ton con- 
naîtrait ainsi deux points du polygone des pressions. Il ne reste- 
rait donc, pour pouvoir le tracer, qu'à en déterminer la distance 
polaire. Cette distance, qui n'est autre que la poussée de l'arc, 
nous la désignerons par la lettre q. Alors (§ 198) le moment de 
flexion M en un point de l'arc est donné par la formule 

(7) M = ^;, 

Ç désignant les portions d'ordonnées comprises entre le polygone 
des pressions et l'arc, ces portions d'ordonnées comptées positi- 
vement ou négativement suivant que le polygone est extérieur ou 
intérieur à l'arc. 



miencur a i arc. 

Soient respectivement ;;' et^r' les ordonnées des points du po- 
lygone et de l'arc comptées depuis la droite cherchée «6, en sorte 
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que 
et 

M = qiz'—y) = qz— qy'. 

Mais, en vertu des propriétés des pol^'gones funiculaires des 
forces parallèles (§43 bis)^ on a 

(7') qz=qç,z'^. 

Donc 

(7') u^q,z\,-qy = yv^qy. 

Mais le moment de flexion M doit satisfaire aux conditions (3) 

j p a? é/^ = o, 

les intégrations étant à faire de x = o à x := AB'= /. 

Si Ton remplace dans les deux premières M par sa valeur (7'), 
on aura, à cause de (6'), 

( ffdx =0, 

^'^ ry 

f / -*^, X dx= o, 

équations où la poussée q n'entre pas. 

Ces deux équations sont pareilles à celles (6'); la lettre y* y 
entre de la même manière que, dans ces dernières, la lettre z'^. Sa 
signification est, par suite, celle-ci : 

Si, à la poutre AB' on applique, non plus des charges verticales 
admettant le polygone ao io2o3o4o^o?o pou^ polygone funiculaire, 
mais des charges verticales fictives admettant Varc donné ACB 
pour courbe Juniculaire, la droite cherchée ab n'est autre que 
la ligne de fermeture de cette courbe funiculaire. C'est ce qui 
justifie son nom. 

On la déterminera donc exactement, comme on a déterminé 
celle «0^0- 
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Pour le faire graphiquement, on remplacera l'arc ACB par un 
polygone inscrit d'un plus ou moins grand nombre de côtés sui- 
vant le degré d'approximation que l'on veut obtenir. Ce polygone 
étant considéré comme un polygone funiculaire de forces fictives 
(qu'il n'est pas nécessaire de déterminer), la corde ABy remplit le 
même rôle que celle olq^q dans la recherclie i° et la ligne de fer- 
meture ab se trouve, comme celle «o^o, par les méthodes gra- 
phiques développées à l'occasion des poutres droites encastrées à 
leurs extrémités. 

3° Recherche de la poussée ^. — Enfin, en portant la valeur ;j'' 
de M dans la dernière des équations (6 ), on aura 



9) 



J Y^ ^^ ^ 7 J r-^ ^^ 



. * • (ijc 

OU, en introduisant le moment d'inertie I = I' ->- > 
' as 

/ 1' -^ 

les intégrales étant toujours à effectuer dans toute l'étendue de 
Tare, soit de o à /. 
Cette équation peut encore s'écrire 



PT 



y 



bes ordonnées z' el y étant connues par la solution des ques- 
tions i« et 2°, cette formule fournit la poussée. On voit que son 
expression est analogue à celle obtenue dans le cas d'un larc posé 
sur rotules et la construction graphique reste la même. 

Si la corde AB est horizontale ou coïncide avec l'axe des x, le 
numérateur de l'expression de q représente la somme des mo- 
ments relativement au point A de forces horizontales 



^ Il ciJC ^0 fis 



y 
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appliquées aux divers éléments ds de Tare et le dénominateur a la 

même signification pour des forces — — 

Si la corde AB est inclinée sur Taxe des Xj que \ soit son coef- 
ficient d'inclinaison et y^ l'ordonnée verticale du point quel- 
conque G de l'arc comptée depuis la corde, x étant l'abscisse de ce 
point, on aura 

et 

et comme la dernière intégrale est nulle en vertu de (6'), on a 

r z'^ ds r z'^ ds 

On a de même, à cause de (6'), 

Donc on peut encore écrire 

J ~ï~''' 

yi 



/^ 



Soit^ la longueur de la perpendiculaire abaissée du point Gsui 
la corde. 
On a 



Don 



COSA 



C 



7 = 7o 



r ^ds 
J i__ 

/• y' di 



P 



Cl Ton voit que, si aux éléments ds on applique des forces égales 
à "*". ' > toutes parallèles à la corde AB, le numérateur représente 

la somme des moments de ces forces par rapport au point A, et le 

r' ds 
dénominateur représente la somme analogue pour des forces '—. — 

appliquées pareillement à AB. 
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Soit CD la verticale du sommet de l'arc, c'esl-à-dire du point où 
la tangente à l'arc est parallèle à la corde AB. 

Portons, comme dans le cas de Tare posé sur rotules, les 

forces ~ — en polygone des forces à partir de D, par exemple, 

dans le sens DA pour celles qui se rapportent à des valeurs posi- 
tives de rj,, et en sens contraire pour celles qui se rapportent à 
des valeurs négatives de cette lettre, et, prenant le point C comme 
pôle et aussi comme point de départ, traçons la courbe funiculaire 
de ces forces. Soit y le point où elle coupe la corde. 

De même, portons les forces — .— en polygone des forces sur 

la droite DB, et soit C^ leur courbe funiculaire de pôle C. 
D'après le théorème des moments (§ H9), les intégrales 



/¥' «■ /4 



ds 



sont respectivement proportionnelles aux longueurs Dy et D^ et, 

par suite, 

Dy 
^ = 70 ïj^- 

La poussée q s'obtient donc par la construction d'une quatrième 
proportionnelle. 

Remarque. — Cette quatrième proportionnelle se construirait 
comme au § -426. On peut aussi éviter de la construire, car la 
distance polaire q^ étant arbitraire, si on la prend égale à D[3, on 
a directement 

<7 = DV. 



Dans la pratique on remplacera, comme on l'a fait pour l'arc 
posé sur rotules, les intégrales par des sommes et les deux 
courbes funiculaires par deux polygones funiculaires. 

De même, si l'arc ACB est trop surbaissé, on ne change pas le 
résultat en amplifiant toutes les ordonnées dans un même rap- 
port (§ 4î26, /?em. //). 

11 V a toutefois une différence entre la construction actuelle et 
celle relative à l'arc posé sur rotules. Dans ce dernier cas, les 
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forces à considérer étaient celles ^^^^ — > ^ — > où Zq et y repré- 
sentaient les ordonnées du polygone funiculaire et de Tare comp- 
tées depuis leurs cordes respectives ao^o et AB; par suite, toutes 

ces ordonnées étaient positives et les forces ^. et -^-r- étaient 

toutes de môme sens. Ici, il n'en est plus ainsi. Certaines de ces 
forces sont dans un sens et d'autres en sens opposé, suivant les 
signes des z^ et >''. 

4'' Construction du polygone des pressions. — L'équation (^'), c'est- 
à-dire 

donne 

Ainsi, pour avoir le polygone des pressions, on amplifiera les 
ordonnées z^^ (J^g- Ao) dans le rapport connu — et Ton portera ces 

ordonnées amplifiées à partir de la ligne de fermeture ab {/ig^ A) 
de l'arc. 

î5 450. 

RÉSUMÉ DES OPÉRATIOHS. — On peut, dans la pratique, modifier 
un peu l'ordre des o|)érations, en commençant par celles qui sont 
indépendantes des charges et qui, par suite, ne sont à faire qu'une 
seule fois, même quand on veut étudier les effets produits sur l'arc 
par des charges de natures diverses. 

On est alors amené à procéder ainsi : 

1*" Tracé de la ligne de fermeture de l'arc. — Cette ligne est définie 

par ce que des forces verticales égales ou proportionnelles à ^ dx 

appliquées à l'arc doivent se faire équilibre, y étant les ordonnées 
de l'arc comptées depuis la ligne cherchée. Si V est regardé comme 
une constante, ce sont des forces égales ou proportionnelles ^ y dx 
qui doivent se faire équilibre. 

Or, si Ton appelle y les ordonnées de l'arc comptées depuis sa 
corde, il faut alors que la résultante des forces descendantes j'dx, 
résultante qui est égale à Taire ACB et appliquée suivant la verti- 
cale du centre de gravité de cette aire, soit équilibrée par deux 
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forces ascendantes appliquées au tiers et auv deux tiers de la 
corde et représentant {fig- A, p. (17) les aires des triangles Xab. 

Si r est variable, il faut procéder sur les triangles amplifiés 
et AB6 dans lesquels on peut décomposer le trapèze KRab, Ces 
deux forces sont par là déterminées (§ 338). 

Si l'arc AB est de structure symétrique par rapport à la verticale 
CD, il est clair que ab sera horizontal par raison de symétrie. 

Plus généralement, si CD est un diamètre de l'arc ACB, conju- 
gué à la corde AB, et si les sections placées aux deux extrémités 
de chaque corde parallèle à AB sont identiques, la ligne AB sera 
parallèle à la corde AB. 

y' (£g 

1° Tracé du polygone funiculaire G p des forces fictives —,~- parallèles 
à la corde AB. — (Comme au § 449, 3**.) 

3° Tracé du polygone funiculaire ao^o (^^. Ao) des charges données. 
— On pourra prendre la distance polaire 

4*" Tracé de la ligne de fermeture aobo de ce polygone. — Opération 
analogue à celle 1°. 

Si 1' est constant, on a à équilibrer une force verticale descen- 
dante égale à l'aire du polygone funiculaire par deux forces ascen- 
dantes placées au tiers et aux deux tiers de la corde. 

Si r est variable, on procède comme au § 338. 

S"" Tracé delà courbe funiculaire G y des forces ^^^^-t~ parallèles à AB. 
6" On a alors pour la poussée 

soit q = Dy si l'on a pris ^0 = D ,8. 

7** Amplification des ordonnées ^0 ^^^ sommets du polygone funicu- 
laire xo Po dans le rapport connu 

22 ^ D J 

q Dy* 

£° Report des ordonnées amplifiées à partir de aby ce qui fournit 
1^ polygone des pressions. 
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§ 431. 

APPUGATIOH A UH ARC STMÉTBiaUE DANS LEaUEL V EST BE6ABD£ GOMME 
GOHSTAHT. — Reprenons Tare ACB déjà considéré (PL JCJCAIlIj 
fig. A); mais, au lieu de le regarder comme posé sur rotules, 
regardons-le comme encastré à ses extrémités A et B, et suppo- 
sons, de plus, que le moment d'inertie I de sa section croisse du 

dx 
sommet aux naissances de façon que le produit l , ' = F soit constant. 

La fibre moyenne, qui a i6o™ de portée et 42™,5o de flèche, 
est reproduite {fig- A, PL XJCJCIV). 

La corde AB est horizontale et la courbe elle-même est supposée 
symétrique par rapport à la verticale CD de son sommet C. (C'est, 
en réalité, un arc de cercle; mais les constructions qui suivent ne 
lui supposent aucune forme particulière.) 

i"* Tracé de la ligne de fermeture de l'arc. — La ligne de fermeture 
ab est ici horizontale, par raison de symétrie. 

Une force descendante égale à Taire de l'arc ACB doit être équi- 
librée par une force ascendante égale à Taire du rectangle KRab. 

Il faut et il suffit pour cela que ces deux aires soient égales. 

S'il s'agissait d'un arc parabolique, la hauteur Aa du rectangle 
serait les deux tiers de la flèche de l'arc. 

On pourrait aussi profiter de ce que l'arc est circulaire pour 
trouver la hauteur Xa. Mais, quel que soit Tare, on procédera 
ainsi. 

Divisons la corde AB en un certain nombre de parties égales 
à Ajt. 

Nous adoptons seize parties. 

Soient 

.'►'ûi J'ii J'2» • • •' J'i 

les ordonnées des points de division. 
L'aire ACD sera sensiblement 

ACD = ( -^ -i-jj-i- j.^ -h. . .4- j- j A.r, 
et comme 



X 2 



AB / 

A.r = — = — 
i fi 1 b 
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et que la moitié du rectangle a pour aire Xa x » on aura 



'À \ '2 

d'où 



-+-7l-^7î -+-... -^JT ) -:' 



-^7i-+-7s-^--- — /: 



ce qui détermine la ligne ab, 

2** Tracé du polygone funiculaire Dp. — On doit à présent, aux di- 
vers éléments ds de Tare, supposer appliquées les forces horizon- 

laies proportionnelles à —. — = ' — ^j—^? ou, comme V est constant, 

des forces proportionnelles ky dx. 

On appliquera aux points de division de Tare des forces pro- 
portionnelles à y \Xy ou, comme Ax est constant, des forces pro- 
portionnellss aux ordonnées y des points de divisions comptées 
depuis la ligne ab. 

Désignons par C|, C2, . ... , C7 les points déterminés sur Tare par 
les verticales des points de division de la demi-corde AD, et par 
6i, 627 •••? b^ les points analogues déterminés par les verticales 
des points de division de la demi-corde DB. 

En raison du surbaissement de Tare, il ne serait pas commode 
de lui appliquer des forces horizontales. Doublons les ordonnées^/ 
des points de division comptées depuis la corde AB. Soient b'^ et 
c) les points ainsi obtenus. 

Au heu d'appliquer des forces proportionnelles aux ordonnées j'^ 
des points 6/ et Ci comptées depuis ab à ces points eux-mêmes, 
nous pouvons les appliquer aux points b'i et c\. De plus, comme 
l'arc est symétrique, nous n'opérons que sur l'une de ses moitiés, 
par exemple sur celle CB remplacée par C'B à cause de l'amplifi- 
cation des ordonnées. 

Observons enfin que les ordonnées >')• de l'arc comptées depuis 
ab sont les unes positives, les autres négatives : que les forces^' dx 
que l'on devrait considérer si l'on opérait rigoureusement se font 
équilibre si on les suppose verticales (c'est par celte condition 
qu'est tracée la ligne ab). Donc, leur somme algébrique est nulle 
et, placées horizontalement, elles forment un couple. 
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La somme de leurs moments est donc constante relativement à 
tous les points du plan et, au lieu de chercher cette somme de 
moments relativement à un point A de la corde AB, on peut la 
chercher relativement à tout autre point, si cela est plus commode 
graphiquement. 

Par le point C dont Tordonnée est double de celle du sommet C 
de Tare, menons une horizontale A'C'B'. Portons les forces pro- 
portionnelles aux ordonnées j>^J-, en polygone des forces sur C'B\ 
en dirigeant celles qui répondent à des valeurs positives de^ dans 
le sens C'B\ les autres en sens contraire. Icî on a pris ces forces 
doubles des V/, soit égales aux ordonnées des points b\ comptées 
depuis la ligne a! V dont l'ordonnée est 

A a' = 2 Art. 

Si l'on procédait rigoureusement, comme les forces considérées 
forment un couple, le polygone devrait se fermer, c'est-à-dire 
qu'on devrait revenir au point de départ C 

La distance, aii point C, du point d'arrivée du polygone des 
forces indique donc si l'on a commis des erreurs graphiques. 

Par le point D, menons des rayons polaires aux points de divi- 
sion et, prenant ce point D pour point de départ, construisons le 
polygone funiculaire de ces forces. 

Soient Dfi ce polygone et ,3 son point d'intersection avec l'hori- 
zontale C'B\ La somme des moments des forces iy\ considérées, 
relativement au point C^, est le produit 



G'3x DC 



j 



du segment C'j3 par la distance polaire DC. Ainsi, l'on a 



^ iy\ X 27/= G\3 X DG' = 2C'? x DC, 



s 
2 



la somme ^ s'élendant à un demi-arc, ou 



(«) ^'^yyi=C'?xDC, 
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OU 


s 

la sommet] s'étenclant à lout l'arc. 



3" Polygone funiculaire des charges données. — Supposons, comme 
au § 427, que Tare considéré porte une charge uniforme de p ki- 
logrammes par mètre, répartie sur la moitié de gauche de Tare. 

Quand on connaîtra les moments de flexion résultant d'une telle 
charge, on eu déduira par simple superposition ceux qui résulte- 
raient d'une charge permanente uniforme sur lout l'arc, et d'une 
surcharge uniforme />' sur une de ses moitiés. 

Traçons (Jig' Ao) le polygone funiculaire de la charge consi- 
dérée en prenant O iz= q^ pour distance polaire. 

Ce polygone olq OBo sera formé d'un arc de parabole ao O et 
d'une horizontale OB©, obtenues comme au § 427, sauf la distance 
polaire qui est différente. 

4" Ligne de fermeture oq^o. — Menons la corde aoBo. L'aire du tri- 
angle a© OBo est égale au produit de sa base OBo = 7 par la moitié 

de sa hauteur, laquelle moitié est égale à OD'. 
Donc cette aire est 

OD'x -. 
'À 

Soit /o le milieu de AoO ; menons la verticale de ce point, elle 
Joiiiie la flèche/^ du segment de parabole olq/O, L'aire de ce seg- 

igi^ni est les | du rectangle de base fg et de hauteur OAq = - • 



nie est donc 



IL, 'aire totale est donc 






a,OB = S = (0D' -+-!/§■)-. 

Le centre de gravité du triangle est aux | de la médiane B©^, 
ea Yo- 



8o l'* SECTION. — CHAP. II. 

Le centre de gravité du segment de parabole est (§ 142) sur la 
ligne /^ aux f de fg à partir du point /. Soit y'^, ce point. 

Aux points Yo et y'^, on doit appliquer des forces descendantes 
proportionnelles aux aires correspondantes, par conséquent pou- 
vant être représentées respectivement par les longueurs 

OD' et \ffr. 

Ces forces doivent être équilibrées par deux forces ascendantes 
dirigées suivant les verticales placées à j et à | de AqBo. 

Les longueurs obtenues pour ces forces multipliées respective- 
ment par - représenteront les aires des deux triangles ao^oBo et 

BoûTofro constitutifs du trapèze ao^oEQ^o, c'est-à-dire que les lon- 
gueurs obtenues seront précisément celles ao^oCtBo^o- 

Portons D'D''=|/g: au bout de OD'; puis prenant un pôle 
quelconque, par exemple /o» menons les rayons polaires /oO, 
/oD', /oD'' et construisons un polygone funiculaire correspondant 
des forces appliquées en v^ et y'^,. 

Prolongeons les côtés extrêmes de ce polygone jusqu'à leurs 
rencontres avec les verticales placées à -j et | de AoBo- Joignons 
les points de rencontre et traçons le rayon polaire /«(Oo parallèle 
à la droite ainsi obtenue. 

Les deux segments O o^o et Wq D" représentent les longueurs ao r/o 
et Bo^o- 

La ligne a^b^ est ainsi connue et, par suite, on connaît les or- 
données Zq du polygone funiculaire «o/^OBo comptées depuis cette 
ligne. 

5*" Tracé du polygone Dy. — Les forces à considérer ici sont pro- 
])ortionnelles à '^^^j— = — j,— qu'on remplace par des forces en 

nombre fini proportionnelles à ^^., , et, comme le facteur -- est 

constant, on le supprime comme pour les forces — ,,- * de sorte 

qu'aux points de division b'^ et c] on applique des forces égales 
aux ordonnées correspondantes z\^. 

Considérons deux points b'^ et c\ sur la même horizontale b'^c^. 

Soient z'^^^ et z"^^ les ordonnées positives ou négatives comprises 
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i^fig' Ao) entre le polygone funiculaire et sa ligne de fermeture, 
déterminées par les verticales menées par les points b'^ et c\. 

Suivant la ligne d'action b\ci agissent les deux forces z'^^ et z^^ 
appliquées l'une en 6/ et l'autre en c^.. Nous pouvons les sup- 
poser toutes deux appliquées en c|-, ce qui donnera, en ce point, 
une force totale égale à la somme algébrique z^^ + z1^. Il faut 
prendre la somme des moments de toutes les forces analogues ap- 
pliquées aux divers points c.. Mais, comme, pour les forces^,', nous 
n'avons considéré que celles appliquées à une moitié de l'arc et 
qu'ainsi nous avons réduit de moitié la somme des moments de ces 
forces, nous devons faire la même réduction pour les nouvelles 
forces. C'est pourquoi, en chaque point c^-, on appliquera seule- 

mcDl une force -^ ^ proportionnelle à la demi-somme algé- 

brique des ordonnées répondant à ce point et à son symétrique b'^. 
Comme les ^/, on les a doublées de sorte que les nouvelles forces 
considérées sont, en fait, représentées par les longueurs 

-/ , „f 

relevées sur le dessin. 

Ces nouvelles forces forment, comme celles 2^., un couple. La 
somme de leurs moments est donc la même, quel que soit le poiut 
par rapport auquel on prend les moments. Nous les prendrons par 
rapport au point C. 

A cet effet, sur l'horizontale C'A', on portera ces forces 

dans un sens convenu, de C vers A' pour celles qui sont positives 
et en sens inverse pour celles qui sont négatives. Pour abréger, sur 
l'épure, on les a désignées par les lettres z], de sorte que 

Zi — ^oi^^ -^Qi* 

Le polygone des forces se fermerait si le tracé était rigoureux. 
On construira le polygone funiculaire D y ayant le point D pour 
pile et pour point de départ. La somme des moments de ces forces 
est 

C Y X DC, 
III. 6 
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c'est-à-dire qu'on a 



2('''o/-^-<Ori=C'YxDC^ 



ou 



(à) ^{z'oi-^^'!i)yi=c^xDC, 



ou 



(*') 2-01 xj/= C'y xDC. 



6"* Détermination de la poussée. — La poussée q est donnée par 
formule 

y 



7 = 7o 



fH 



y' dx 

y 



(^ 



les intégrales s'étendant à l'arc entier, ou, comme V est const; 
et que Tare est symétrique, 



s 



• ',1 '•* 



q = qo y 

2 



y'ydx 

' 



f 



chaque intégrale s'étendant à une moitié seulement de Vi 
ou approximativement 



s 








q = go — 



X 

t 



^y'iyi 



Aa? 
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OU, comme Aj; est constant, 

s 

q = qQ i 



^ytyt 



ou, à cause de (a) et (6), 



_ Cy X PG _ C'y 

et, comme l'on a pris 
il en résulte 

q = C'Y. 

7* Tracéldn polygone des pressions. — Amplifions (Jlg. Ao) les 
ordonnées 2, des points ao, O, Bo dans le rapport 

7"G'Y^^- 

Portons (Jlg' A) les ordonnées ainsi amplifiées à partir des 
poinu a, b et du point où la ligne ab coupe la verticale du milieu 
(le l'arc; nous aurons trois points a, O', p. Joignons O'p. Pro- 
longeons cette ligne jusqu'à sa rencontre en s avec la verticale du 
milieu de AD. Joignons sa et traçons la parabole à axe vertical 
tangente en A et O' aux lignes a^ et ^O'^. 

Le contour aO'pTormé par la parabole et la droite donne le po- 
Ivgone des pressions (^). 

DiTEBmiAnOH DES MOMERT DE FKEXIOH, EFFORT TBAHGHAHT, G01IFBE8- 
8I0I DE LA FDBE HOTEHHE. — Le produit d'une ordonnée comprise 



(*) La construction n'est pas indiquée. Joignez le point D au point p et y : 
puis, pour amplifier l'ordonnée oL^a^^ inscrivez dans l'angle DC'p une horizontale 
égale à cette ordonnée. Elle déterminera dans l'angle DC'y» l'ordonnée amplifiée. 

(*) Comme vérification il doit couper la ligne de fermeture ab aux points a 
ci a' situés sur les verticales des points a„ et a^ (fig' \) où le polygone a«OB, 
eoape sa ligne de fermeture a^à^ Cette considération permettrait de ne déter* 
mioer qa'un seul des trois points ot, O, B. 
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entre celle ligne el l'arc, par la dislance polaire q = C'y, l'un 
des fadeurs mesuré à l'échelle des forces, l'aulre à l'échelle des 
longueurs, donne le momenl de flexion correspondanl : ainsi, en &s, 
l'ordonnée donl il s'agil a une longueur de 

> 

b^b\ =i4"»,5. 
D'aulre part 

donc, comme on a pris une échelle des forces, telle que p tonnes 
soient représentées par i"™ el que l'échelle des longueurs est 
elle-même de i"™ par mètre, le momenl de flexion en 65 est 

M = — 14,5 X i9,5/> = — a82,75o/> tonnes-mètres. 

Ce momenl est négatif. 

Au point symétrique du précédent, le moment de flexion es^ 
positif et égal à 

M'= 9,5 X 19,5/) = i86,a5 tonnes-mètres. 

Si la charge permanente est de p tonnes par mètre et qu'unc= 
surcharge de/?' tonnes par mètre règne sur la moitié de gauche d^ 
l'arc, le moment de flexion total en 65 sera, d'après le principe Ac:^ 
superposition, 

M = (186, 5o — 282,75)/) — 282,75/)' = — 282, 75 (/)-+-/)') -4- i86,5o/>l.-m 

En menant, par les extrémités du polygone des forces des pa — 
rallèles aux côtés (ou tangentes) extrêmes a^, 5|î du polygone de^ 
pressions, on en obtient le pôle. 

Le rayon polaire parallèle à la tangente en un point b\ de c^ 
polygone donne la résultante des forces élastiques dans la section^ 
de l'arc faite au point 65 placé sur la même verticale (§ 69). Le?== 
composantes tangente et normale à l'arc de cette force donnent Itt- 
compression de la fibre moyenne et l'effort tranchant. 

§ 453. 

ABC DANS LSaUEL T EST VABIABLE. — Si l'arc est trop long poui^ 
qu'on y puisse regarder V comme constant dans toute la moitié des 
l'arc, on divisera une des moitiés en un petit nombre de sections 
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dans chacune desquelles on regardera V comme constant. On aura 
alors à opérer, pour la détermination des lignes de fermeture, 
comme il a été dit au § 449. 

De plus, au lieu des polygones funiculaires de forces proportion- 

z' -h z'" 
nelles aux ^ et -^ 2 , on aura à tracer des polygones funiculaires 

relatifs à des forces proportionnelles aux ^ et ^ , ^ « 

On formera des longueurs représentant ces forces, comme il a 
été dit au § 428. 

§ 454. 

HOUVCLLE EZPBE88I0H DE LA POUSSÉE. — Nous allons donner, de la 
poussée, une expression nouvelle et remarquable qui nous per- 
mettra d'étendre aux arcs encastrés le tracé donné pour la ligne de 
poussée d'un arc à appuis simples. 
Reprenons Téquation (9') du § 449 



Wdx 

y 



rwd 

J 1' 
ry'dx ' 



M' étant le moment de flexion que les charges agissant sur l'arc 
produiraient sur sa corde regardée comme encastrée. 

Soient h l'ordonnée à l'origine de la droite ab (^fig* A, p. 67) 
et m son coefficient angulaire, de sorte que 

y =zy-\- A-+- mx; 
par suite, 

Les deux derniers termes sont nuls (§ 449); donc 



r w dx _ C ^M dx ^j 

J i' ^~^J V ^ 
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Or le moment de flexion M' en un point d'une poutre encastrée 
est, à une fonction linéaire près des coordonnées de ce point, é^al 
au moment de flexion [x qui s'y produirait si la poutre posait sur 
appuis simples. 

Donc 

M'= JJL-+- Aq-^BqX, 

Ao et Bo étant deux constantes. 
Par suite 

/M'dx , ru.dx , . rdx , ^ Cxdx . 
-T-y=J V^ -*- V -F^ ^ ^'J -Y-y- 

Les deux derniers termes sont nuls en vertu des équations (8) 
du § 449^ donc 

-p-r =J V^ 

et 



9 = 



r-^y 



Corollaire, — Si Ton appelle Zq (Jig» A©, PL XAXIV) I^* 
ordonnées du poljgone funiculaire aoOBo comptées depuis ^^ 
corde aopo? ^^ ^^^^ 

et, par suite, 

''za dx , 



rzod 

I r 



y 



^ = ^' rydx / 



S'-f 



ce qui montre qu'on peut, dans la recherche de la poussée, utiliseï-^ *» 
si on le préfère, les ordonnées Zq) si" lieu de celles z'^, et Irouve^^^ 
la poussée sans connaître la ligne de fermeture a^b^^. 

UftHE DE POUSSÉE. — Si une seule charge agit sur l'arc, on pourrait 
déterminer la poussée par la méthode d'Eddy; en faisant cette " 
détermination pour chaque position du poids et portant en or- 
donnée une longueur proportionnelle à la poussée correspondante, 
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on obtiendrait une courbe que nous appelons la ligne de 
poussée. 

Une telle ligne est d'autant plus importante à tracer que, quand 
on la connaît, on en déduit, par de simples superpositions, les 
poussées produites par des charges quelles qu^elles soient. 

Mais cette marche serait très laborieuse et nous allons montrer 
que cette ligne peut se tracer par une méthode très simple et en 
tout pareille à celle que nous avons donnée dans le cas d^un arc 
posé sur tourillons sans encastrement. 

Théorème I. — Si un mobile unique parcourt un arc de sec- 
tion constante ou variable et qu'en chaque élément dx de la 
projection horizontale de Varc on applique une force verti- 

Cille Y ^j y étant V ordonnée de Varc comptée depuis la ligne 

de fermeture, la somme des moments relatis^ement à un point 
quelconque de celles de ces forces qui sont à la gauche de ce 
point est proportionnelle à la poussée que le mobile détermine 
dans l'arc lorsqu'il est arrivé sur la verticale de ce même 
point. 



Ce théorème résulte de l'expression de la poussée qui vient 
d'êlre obtenue 






dx 



'es intégrales étant à effectuer pour toute la longueur / = AB' de 
'^projection horizontale de l'arc {fig- A, p. 67). 
SoitPun poids dont l'abscisse comptée depuis l'appui de gauche 



sojt 
0«a 



I> 



_. l — a 

Pourrr<a p. = P x — j — x\ 

mm 

Pourrr>a.. . jx = Pxj(/ — x). 



One 



/"^^--'-^-r^-*^/'^^- 
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OU 



Mais les forces ydx sont en équilibre, c'est-à-dire que 



elx = o, 



r'y 



A cause de la seconde de ces équations, le coefficient de -j- est 
nul et la première donne 



Par suite, 



I^'^-'^l V--p^i —=-''1 ^*-"">- 



ydx 



et 

y' dx 



r Y d 

-.1 (»— )=^ 
7 = p- 



C'nL 
1 1' 



^ 

Le dénominateur est une conslanle indi^^pendanle de la position 
du poids V\ le numérateur est la somme des moments indiquée 
dans l'énoncé. 

Théorème IL — Construisez une courbe funiculaire de dis- 

Y dx 

tance polaire quelconque d, des forces verticales y •> en 

partant du point A et en prenant le premier rayon polaire 
horizontal. Cette courbe passera par le point B'; en ses extré- 
mités A et B', elle sera tangente à r horizontale AB' et son or- 
donnée en un point quelconque comptée depuis cette horizontale 
sera proportionnelle à la poussée qu'un poids P arris^é en ce 
point détermine dans Varc, 
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Cette courbe funiculaire sera donc la ligne de poussée de Tare. 

En effet, les forces p- dx se faisant équilibre, leurs courbes funi- 
culaires comme leur polygone des forces se ferment. 

Si Ton part du point A et que le premier rajon polaire soit 
horizontal, la courbe sera, par construction, tangente en A à AB'. 

Et, pour qu'elle se ferme, il faut que son dernier élément passe 
en B' et soit dirigé suivant la ligne B'A. 

Dans la pratique, on remplace la valeur ci-dessus de q par 
celle-ci : 



i 



^(%-x) 






2.. 





et la courbe funiculaire par un polygone funiculaire. 

Soit 7) l'ordonnée de ce polygone répondant à une abscisse a. 
D'après le théorème des moments. 



i 



y 

^(a — a?) = 7j X d. 



D'ailleurs, le dénominateur a été construit (§ 451) et est repré- 
senté aussi par le produit de deux lignes. 
Soit hxk ce produit, de sorte que 

c'^st-à-dire que pour avoir la poussée qu'un poids P arrivé en un 
point, quelconque détermine dans l'arc, il suffit de multiplier ce 

poî<ls par le nombre abstrait^ — t> qu'on obtient en mesurant sur 

Tépure les longueurs yj, rf, A, A* à une échelle convenue quel- 
cor&CfTie, par exemple en millimètres et fractions de millimètre. 



* ^marque. — Il est évident a priori que la ligne de poussée 
devaiit passer en A et B' et y être tangente à l'axe des abscisses; 
car* le poids P placé soit en A, soit en B, soit dans des positions 
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infiniment voisines de ces deux points ne produit pas de pous^^^ 
sur Parc, celui-ci étant encastré à ses deux extrémités. 

§ 456. 

APPUGAnOH A UH ABG STMÉTBiaUB ET POUR LSaUEL V EST COHSTAR. 

Lorsque F est constant, les théorèmes précédents s'appliquenB:' ^ 
des charges y dx et Ton a 

a 



Concevons que Ton construise {fig* A, PL JCX^IV) le polygo 
funiculaire de distance polaire rf de forces verticales y^ appliqué 
aux points de division bi en partant du point A et prenant le pr 
mier rayon polaire horizontal. 

La construction a été faite sur l'épure. Le polygone des forces 

est sur la verticale de l'appui B. Les forces répondant à des valeu 

positives de y^ ont été portées de haut en bas, les autres de bas 

haut. La distance polaire d a été prise égale à Cp et alors, si tj e 

l'ordonnée du polygone obtenu, répondant à une abscisse qu<^ 

conque a, on a 

a 



D'autre part, on a trouvé (§ 453) 

i 
2ry=CDxC'?. 



Donc 

Pour avoir la poussée que produit le poids P dans une position 
quelconque, il suffit de multiplier ce poids par le nombre ab- 

trait p^ obtenu en mesurant y\ à une échelle quelconque et divl- 



s 
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sant le nombre obtenu par la flèche de Tare mesurée à la même 
échelle. 

§4S7. 
POUSSÉE PRODUITE PAR DES CHARGES aUELGOHaUES. — Si des charges 

d'abscisses 

«1, «j, aj, ..., «/,, 

agissent sur l'arc, la poussée q qu'elles déterminent sera 

q = ÔQ(PlTrjl-+-PfTQt-+-...-+-PnTrin), 

^io ''i29 • • • étant les coordonnées de la ligne de poussée répondant 
aux abscisses ai, as, . . .. 

On peut donc l'obtenir soit par le calcul, en mesurant ces or- 
données, soit en plaçant les poids P^ , Ps? • . • horizontalement aux 
extrémités des ordonnées yii, 7|2, ... et construisant un polygone 
funiculaire de ces forces, de distance polaire CD. 

Le segment qu'il détermine sur AB, mesuré à l'échelle des forces, 
exprime la poussée. 

§ 458. 

iUlCS ou l' EST VARIARLE. — Si l'arc est trop long pour qu'on puisse 

rcgaLTdev V comme constant dans toute son étendue, on le divisera 

en un petit nombre de sections dans chacune desquelles F est re- 

g-ardlé comme constant et l'on opérera sur les longueurs propor- 

lioxiYielles aux ^9 ainsi qu'il a été souvent indiqué. 

§ 459. 

KXfflES D'IHFLUEHGE. — Pour avoir la ligne d'influence relative à 



iin^ section donnée d'abscisse ^, nous devons supposer un poids P 
parciourant l'arc et, dans chacune de ses positions, porter, en or- 
née, le moment de flexion positif ou négatif M qu'il détermine 
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dans la section, ou plutôt le rapport ^ de ce moment au poids P, 

rapport qui est une longueur. 
Or 

où M' est le moment de flexion que le poids mobile produirait 
dans la section d^abscisse x de la poutre droite correspondant à 
Tare. 

Si a est, à un instant quelconque, Tabscisse du poids voyageur, 
M' est une fonction de a et de x; q est une fonction de a seule- 
ment, et y une fonction de x seulement. 

Si, dans cette équation, on regarde a et M comme des coordon- 
nées courantes, x et y comme des paramètres constants, elle re- 
présente l'équation de la ligne d'influence cherchée. 

Observons d'abord que, pour des sections faites aux deux points 
d'intersection de la ligne de fermeture ab avec l'arc, on a 

y=i o 

et, par suite aussi, 

M = M'. 

Donc, les lignes d'Influence d'un arc de section constante on 
variable, encastré à ses deux extrémités, relativement à des 
sections faites aux deux points d'intersection de la ligne de 
fermeture avec l'arc, coïncident avec celles des sections ana- 
logues faites dans la poutre droite correspondante. 

Or nous avons vu (§ 341) comment on trouve les lignes d'in- 
fluence relatives à une poutre droite encastrée à ses deux bouts, et 
ainsi nous aurons déjà les lignes d'influence relativement à deux 
sections d'un arc quelconque. 

On commencera toujours par tracer ces deux lignes. Dans le 
cas d'un arc de structure symétrique, de section constante ou va- 
riable, elles sont symétriques et il suffit d'en tracer une. 

Si I' est regardé comme constant dans l'arc, c'est une ligne d'in- 
fluence relative à une poutre de section constante. 

Or, les lignes d'influence d'une telle poutre sont faciles à ob- 
tenir, leurs équations sont données au § 341 et les lignes elles- 
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mêmes sont en partie tracées {fig> ^4, p. 122 de la 11® Partie) 
Ajoutons que, si la longueur / de la poutre varie, les ordonnées d 
chaque ligne se modifient toutes dans un même rapport. Il suffi 
donc de rapporter ces ordonnées à la longueur / pour que les même 
courbes servent pour toutes les poutres. 

Si Ton veut avoir les lignes d'influence relatives à une 01 
plusieurs autres sections faites dans Tare (et il sera, en général 
désirable d'avoir encore au moins celle relative à la section faite \ 
la clef), on pourra employer un artifice analogue à celui que nou 
avons indiqué pour les arcs posés sur tourillons. 

Les ordonnées de la ligne de poussée fournissent les valeurs de i 
ou des valeurs proportionnelles. 

Supposons d'abord qu'elles donnent les valeurs même de q. 

De la dernière équation on tire 



T/- 



:*"C^ -•- -^ 



«L €. 



- t 



r. . 



, »-_ 



M _ M^ g 
ly - py p ' 

OÙ p-9 -p-9 ^ sont les moments et la poussée qui seraient dus i 

Tunité de poids. 

Comme pour une section donnée, y est constant, les ordon- 
nées p— ; donnent, aussi bien que celles p-» les lignes d'influence 

Ces rapports sont des nombres abstraits qu'on portera, à un( 

échelle arbitraire. 

M' 
A. cette même échelle, les rapports p— rsont les ordonnées dcî 

i/g^-rmcs d'influence relatives à la poutre droite correspondante i 
ar suite, les difl(érences p— 7 — p sont les portions d'ordonnée! 



tB 



prises entre ces dernières lignes, lesquelles varient d'une sec 
à une autre et la ligne de poussée qui n'est à tracer qu'une 
pour toutes. 

insi, le tracé des lignes dUn/luence relatis^es à un arc en- 
oOr^^^ré à ses deux bouts se trousse ramené à celui des lignei 
d^ £^^Jluence relatives à la poutre droite correspondante. 

^^ir est regardé comme constant, ce sont les lignes d'influence 
d.'^u&zie poutre de section constante qu'on aura à tracer. 
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Si les ordonnées de la ligne de poussée sont les produits de -= U 
poussée par une constante, le même raisonnement s'applique en 

multipliant les deux membres de Téquation ci-dessus par ce^^Kte 
constante. 

§ 460. 

APFUGAnOH A UH ABC STMÉTBiaUB DAHS LEttUEL I' EST COHSTAR. 

Appliquons ces considérations à Tare ACB (yî^. A, PL XXXIV^)^ 
pour lequel la ligne de poussée est tracée et les ordonnées t^ so mtèI 
telles que 

CD 
ou, si l'on fait P = i , 

Par suite, 

On doit se rappeler que M et M' ont ici la signification qu'ont, 

dans les équations précédentes, les rapports -rj- et -p-> c'est-à-dire 

que ce sont des longueurs, ce que montre d'ailleurs le dernier 
terme de l'équation. 

D'ailleurs (§ 310) pour a <C ^, c'est-à-dire à gauche de la 
section que l'on considère, l'équation (9') donne 

'■■=(0'[»-'-('-'0f]'^ 

pour a > j: ou à droite de cette section, l'équation (9) donne 

'"■=('-0'[(-t)Î-?]'- 

Pour a = j;, c'est-à-dire lorsque le mobile traverse la section 
elle-même à laquelle se rapporte la ligne d'influence, on a 



"'■-(?)'(-r)*'- 



Ceci posé, on a d'abord tracé {fig» A, PL XXA^IV) en traits 
discontinus la ligne d'influence de la section faite, dans Tare, au 
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point ^ OÙ il est coupé par la ligne de fermeture. En ce point on a 

j^ = o et, par suite, 

M = M', 

c^est-à-dire que c'est la ligne d^influence de la poutre droite, rela- 
tive au point ^ . 

On trouve sur l'épure A^= Sa"*", 5; comme /= 160"", il en 

résulte 

kff _ "^ _ 32.5 

"7" " 7 ■" 160 ' 
ou sensiblement 

7 " Î6Ô ~ 5' 

Les équations des deux branches sont donc : 
Pour a < ^, branche de gauche, 

Pour a > j:, branche de droite, 

-(-?)'('-¥)^ 

J?our a r= j: == I /, 

\5/ \5/ 54 loooo 

M'= o,o5i X 160""= 8""", I, 

^on adopte, comme nous Pavons fait, la même échelle pour les 
onnées et les abscisses. 
<3omme pour toutes les lignes d'influence d^une poutre encastrée, 
clives à des sections placées dans le tiers extrême de gauche, la 
oche de gauche présente sa concavité vers le bas ; celle de 
^:K*oite offre un point d'inflexion et coupe Taxe des x. Celle-ci le 

^i^oupe au point d'abscisse 

/ 
a = -• 
3 

Pour les sections autres que celle dont on vient de parler, les 
lignes d'influence de Tare ne sont pas les mêmes que celles de la 
poutre droite correspondante. Mais, pour ramener le problème à 



L 



% 
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celui analogue relatif aux poutres droites, de l'équation 

on tire 

M X CD -., CD 

= M X ; 7). 

y y 

Si donc on trace des courbes dont les ordonnées sont les prc:> 
duits 

(c) M X — r> 

y 

les portions d'ordonnées comprises entre ces courbes et la ligne 
de poussée représentent les produits 

XV CD 
M X -—r » 
/ 

de sorte que, si l'on appelle 7;' ces portions d'ordonnées, on aura 

itf CD 

M X y- = Tl , 

M=Vx^. 

Les courbes dont les ordonnées sont les produits (c) sont les 

lignes d'influence de la poutre droite amplifiées pour chaque 

CD 
courbe dans le rapport constant —7-- 

On a, pour les ordonnées de ces courbes, 
i" Pour a < J?, branche de gauche, 
M'xCD 



y 

2" Pour a > :r, branche de droite, 
M' X CD 



= (?)'h?-('-T)f]p»^ 



On a tracé ces courbes : 

1° Pour la section faite dans l'appui gauche pour lequel x = o, 
y =: — Aa, de sorte que la seconde branche existe seule et a pour 
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tion 

= -4- -T— ( I — 7 ) CD. 

a Aa \ l j 



M'xCD 



Ellle est indiquée en traits discontinus. C'est la courbe de la 

//^. 24, II* Partie, p. ia2, dont les ordonnées sont amplifiées 

A I » CD 

dans le rapport x—« 

2^ Pour la section du milieu où a: = -9 les deux branches sont 

2 

symétriques et l'équation de celle de gauche est 

équa tion d'une parabole du second degré AS ayant son sommet 

€û A. . Pour a == -, on a 

2 

.,, CD I ^ ^^ „„CD 
^^^7- = 8CD'^^ = ^^ CD" 

M' X ^ = ^ X 20""» = 68""». 

y 12,6 

C^ lie ordonnée DS est portée à partir du point D. On a tracé 
en li ^5^nes pleines les deux courbes symétriques AS, SB. 



§ ^61. 

'^^^SSAGE D'UH MOBILE UndUS SUR UH ABC. — Si un mobile de 
poid ^ P passe sur l'arc : 



1* Dans la section g il produit le moment maximum lorsqu'il 

arriv^ ^ dans la verticale du point de la ligne d'influence où l'or- 

donïT^^e, comptée depuis la droite AB, est maxima. Cette ordonnée 

se ir^ouve dans la section g elle-même, l'ordonnée cn^ de la ligne 

(1 inll vence étant plus grande que l'ordonnée répondant au point 

où l^. tangente est horizontale. 

l^^ ordonnée en g^ est de 8"'™ à l'échelle ou de 8" en réalité; 
dono, si P est exprimé en tonnes, le moment maximum qui se 
produit en g pendant le passage du mobile est 

M = M' = 8 P tonncs-mètrcs 
III. 7 
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OU, si Ton veut, pour avoir ce moment, il faut attribuer au 
poids P un bras de levier de 8"*. 

Dans la section du milieu, c^est encore lorsque le mobile passe 
dans la section qu^l y produit le plus grand moment. Cette fois 
pour Tobtenir on mesure la portion d'ordonnée comprise entre la 
ligne d'influence relative à la poutre droite et la ligne de poussée. 

Soit Y)' cette ordonnée ; le moment de flexion cherché sera donné 

par Téquation , 

lit GO _ , 



O] 



d'où 



y 

M = ^ X Pt/. 

r/ = SO = 28""», 5, 
CD = 4a""", 5, 
/=GD'=i2"'",5; 

12 5 X 28 5 
M = — ^ — - — — P lonncs-mctres = 8,4 P lonnes-mètres. 
42,5 



Dans la section d'encastrement, il faut prendre encore le maxi- 
mum de la portion d'ordonnée comprise entre la ligne d'influence 
et la ligne de poussée. Cette portion d'ordonnée est marquée; 
c'est zt' z= i3"*"* environ. 

D'ailleurs, ici Ton a 

/= -\a = — 3o"»'", 
d'où 

; - - I •% ii = l J I , 

y 
,, il .< 3o i3 X 3o ,. 

CL) 4^5^ 

Le moment maximum est ici négatif, et sa valeur absolue est 

i3 X 3o 



soit environ 9 , 3 P lonncà-ini'trcs. 



P, 
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§ 462. 

VASSàftE D'UI COWOI. — S'il passait un convoi sur l'arc, pour 
avoir le moment de flexion maximum qu'il détermine dans une 
section, on le placerait de façon que son centre de gravité passe 
dans le voisinage du point où un mobile unique passant sur Tare 
produirait le moment maximum dans la section considérée. Puis, 
pour trouver le sens dans lequel il faut le déplacer pour l'amener 
à sa position la plus défavorable, on procéderait ainsi : 

Supposons qu'il s'agisse de la section du milieu. 

Reprenons le convoi à cinq essieux, déjà considéré au § 436, 
et dont les charges sont 

On l'a placé au sentiment, de façon que la section considérée 
soit entre les essieux n°' 3 et 4 qui comprennent aussi le centre de 
gravité du convoi. 

Soient 

9ii 9ii Çii Çkf q% 

les points où les verticales des essieux coupent la ligne de poussée, 
et 

/^l» P^y Pt*J Pi 

ceux où ces verticales coupent la ligne d'influence de la poutre 
droite. 

f'ormons {fig» a) le polygone ab des cinq charges, en les portant 
**out à bout, non sur une verticale, mais sur une horizontale. 

1^^ point a, menons une parallèle à la tangente en ^i, jusqu'à 
sarc^ncontre avec la verticale du point i .2 du polygone ab\ de ce 
point: de rencontre, une parallèle à la tangente en ^2 jusqu'à sa 
rencontre avec la verticale du point 2*3, et ainsi de suite, 
^ïx formera ainsi le contour ab'. 

^xx formera de même le contour aib" en menant des parallèles 
*«^ tangentes en /?|, /?2, /?3, p^^ p^ à la ligne d'influence. 
L»a signification de l'ordonnée V b" est facile à apercevoir. 
Soient 5|, 52, >5ai ^mj ^ô les ordonnées de la ligne d'influence 
comptées depuis l'horizontale AB au droit des charges et t^i, y,2, 
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^3; ^49 ^5 celles de la ligne de poussée. On aura 
CD 

M= — [Pj(^j_Yli)-t-Pj(-»l--Tlî)-t-.. -4-P»(«»— T),)]. 

Donc, pour un déplacement infiniment petit e du convoi, o>. 
aura, en appelant ^j, r^'^ les dérivées-^» -^ des ordonnées js 

et Tji par rapport à leurs abscisses, c'est-à-dire les coeiïicienls an— 
gulaires des tangentes aux deux courbes en/>,et Çi 

CD 
AM = ^[PiVj -4- P,z', -f-. . .-^ P,z; - (PiT)i -^. . .-^ P,r/j)]e 

ou 

y 

Donc, si M varie d'une manière continue, le maximum n'a lieu 
que si b'b"= o. C'est ce qui se produirait s'il n'y avait pas rebrous- 
sement sur la ligne d'influence, si Ton se trouvait près d'un point 
dont l'ordonnée z — tj présentât un maximum analytique. Cela 
arriverait, par exemple, si l'on cherchait le moment maximum 
produit par le convoi sur la section d'encastrement, ce qui exigerait 
qu'on plaçât le convoi à cheval sur la verticale ee'. 

Mais, d'une manière générale, pour que M soit maximum, il faut 
que AM soit négatif, quel que soit le signe de e, ce qui exige, 
si b'b" n'est pas nul, que cette quantité change brusquement de 
signe avec e, c'est-à-dire suivant qu'on déplace le convoi un peu 
vers la droite ou vers la gauche. Cela n'arrive pas dans la position 
actuelle; maison voit que cela arrivera si l'on déplace le convoi, 
de façon que l'essieu n® 3 se trouve dans la section. 

Cette dernière position est indiquée en pointillé. 

Si l'on fait la construction des deux polygones ab^ et ab'^ pour 
deux positions voisines prises de part et d'autre de celle-ci, on 
voit que le point 6' ne change pas sensiblement; le point b" ne 
change pas sensiblement non plus pour une position un peu à 
gauche de celle pointillée ; mais il passe brusquement en b] de 
l'autre côté de b pour une position un peu à droite de celle poin- 
tillée. Donc cette dernière répond au maximum de M. 

L'équation ci-dessus donne l'expression correspondante de M 
qu'on peut ou calculer en mesurant les ordonnées Zi^ r^- sur l'épure, 
ou construire à l'aide d'un polygone funiculaire, comme il a été 
fait au § 436. 
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UflSBS D'UFLUISIGE DBS EFFOBTS TBAICHUT8. — La formule 

~ ds 
donne pour l'efTort tranchant dans un arc encastré 

T, dW dy 

OU 

"" dx ds ^ ds * 

d'oui 

T _ ^\r dx 

dy " dx dy ^ 

ds 
OU 

dy_ "^ dy ^' 

ds 

en a j> pelant T' l'effort tranchant dans la poutre droite correspon- 
dante à l'arc, compté, comme T, positivement de haut en bas. 

Sî l'arc est symétrique et, par suite, la ligne de fermeture ah 
hori^CDntale et si 6 est l'angle de ab avec la tangente à l'arc, au 
droit de la section relativement à laquelle on cherche la ligne 
d'inQ^jence, on aura 

-—- = sin6, -7-r = cot6: 
ds dy ' 

oa 

T 

= T'cotô — ^. 



sinO 



Si la ligne ah n'est pas. horizontale et qu'on appelle 9 l'angle 

({uellc fait avec la tangente à la fibre moyenne dans la section que 

l'on considère, et i l'angle qu'elle fait avec la verticale, on voit 

adsëiKicnt que 

dy sinô 



ds sin i 
ds 



dx 

-T- =sin(i-e), 
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et par suite 

sinO sinO 



sin i sin(t — 6) 



formule qui, pour t= — > coïncide avec la précédente. 

En tous cas, 9 est une constante pour une section donnée, "^ 

sorte qu'une courbe ayant pour ordonnées T^^—^ représenta '^ 

ligne d'influence relative à la section de Tare à laquelle se rappo: 
l'angle 9; de même, une ligne ayant des ordonnées égaler 

T' — V-|- — peut être regardée comme une ligne d'influence reE 

tive à cette même section de la poutre droite. 

Si donc on construit ces dernières lignes d'influence, les pc^ 
lions d'ordonnées comprises entre la ligne de poussée et les no 

velles lignes représenteront les ordonnées T -j- = T-^— ^ relatiw-^ ^s 
^ t^ dy sinO 

à l'arc. 

§464. 

CAS D'UH ABC POUB LEaUEL I' EST GOHSTART. — Envisageons le ^^ ^^ 
d'un arc symétrique dans lequel Y puisse être regardé cora:»^""^"*^ 
sensiblement constant, de façon que la poutre droite à considé :^f ^^ 
se trouve de section constante. 

On a, à cause de la symétrie, 

I = - et -T-s = T'cote — <7. 
Si 7) est l'ordonnée de la ligne de poussée, on a (§ 456) 



d'où 






Tx -;^ = rxC'Dcote-Y). 

sinO 



D'ailleurs nous avons vu (§ 342) que, pour avoir T', il suffiu 
construire la parabole du troisième degré 



-(-?)■(- t) 
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io3 



qui est tangente à Taxe des x au droit de Tappui B, coupe la ver- 
ri cale de Tappui A origine des coordonnées au point jk = i; a? 
c^ ce point| sa tangente horizontale et présente une inflexion au 
jrnilieu de ABoù son ordonnée est 

7 — f 

Donc la courbe ayant pour ordonnée T'xCDcotO sera de 
iXiême tangente à AB en A; elle coupera la verticale du point B au 
point ayant pour ordonnée 

CD cotô, 

4:j-ii'il est facile de construire pour chaque section; elle présente 
^3.^e inflexion au milieu de AB, Tordonnée correspondante étant 

î CD cotô. 

Soient {fig* 49? P« io4) ACB Tare, AQB la ligne de poussée 
et. X une section quelconque. 

Menons la tangente à Tare en X et prolongeons-la jusqu^à la 
cOîde AB d'une part et jusqu'à Thorizontale du sommet G d'autre 
part. 

Projetons-la sur cette horizontale en XoXj^. 

On aura 

XoX'o = CDcote. 



Prenons l'ordonnée 



/V/V ^— Aq^a. 



•Joignons A'B qui coupe la verticale du milieu en 6 ; la courbe 
cûerchëe est A'ôB ayant ses tangentes horizontales en A'etB, et 
^n inflexion en b. 

■T'ransportons cette courbe parallèlement à elle-même en AB'. 

L-^ verticale de X coupe les deux courbes en X' et X". A gauche 
«e la section, les ordonnées comprises entre A'X' et la ligne de 

poussée représentent 

T'xCD 

— = — s — ' 

A droite, ce sont les ordonnées comprises entre X^'^B'et la ligne 
de poussée. 
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§ 465. 

EFFORTS TRAIGHAnS PRODUITS PAR LE PASSAftE DTH MORUE OU D 
COWOL — La plus grande de toutes les ordonnées est X'^Xi dé- 
terminée par la section considérée entre la ligne AB' et la lign 
de poussée. Par suite, un mobile passant sur Tare y produit dans 
la section X le plus grand effort tranchant à Tinstant où il pass^ 
dans cette section, et cet effort est 





donné par la formule 



d'où 



TxCD 

sinO 



= X'X,x P, 



T = 2g..psi„0. 



CD 
sin6 



représente la longueur XqX^ de la tangente à l'arc. Donc^ 



T=S xP. 



XqXq 



Le rapport purement numérique ,, yj s'obtient en mesurant 

les deux longueurs X"X| et XoX^ à une même échelle commune 
quelconque, en millimètres, par exemple, et fractions de millimètre 
et formant le quotient des deux nombres obtenus. 
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Pour le passage d'un convoi, on procédera par fausse position 
^ M^ suivant exactement la même marche que pour les moments de 
fl.^xîon(§462). 

§466. 

UEU DU SOMMET DU POLTaONE DES PBESSI0H8 ET ENTELOPPES DES 

^^JUfflOHS DES APPUIS PRODUITES PAR LE PASSAftE D'UH MOBILE USIOUE 

UH ARC EHGASTBÉ. — Le polygone des pressions produit par une 

arge unique P se compose de deux droites seulement venant se 

uper sur la verticale du point P. Ces deux droites ne sont autres 

er «js e les directions des réactions des appuis. On peut se proposer 

cl ^ chercher : 

1° Le lieu de leur point d'intersection S; 
2° L'enveloppe de chacune des deux droites. 

On obtient ainsi trois courbes qui ont été utilisées : la première, 
par M. Winckler, les deux autres par MM. Wincklcr et Franckel. 
Si on les a tracées, on peut, pour chaque position du poids P, 
trouver de suite les directions des réactions des appuis. Il suffit, 
pour cela, par le point où la verticale du poids P coupe la courbe 
Heu des points S, de mener des tangentes aux deux courbes enve- 
loppes. 

Mais le polygone des pressions ne fournit pas, comme les lignes 
d'influence, le moyen de discuter, à simple vue, les effets du passage 
d'un convoi. Nous allons montrer, au contraire, que la connaissance: 

1** De la ligne de poussée ; 

a** Des lignes d'influence relatives aux deux points où la ligne ab 

{figr* A, PI. JCJCJCIV) coupe Tare (soit en tout trois courbes) 

permet de trouver, si on le veut, les réactions des appuis pour 

chaque position d'un mobile et, par suite, les trois courbes i*^ et 

^° (jvie nous venons de définir. 

Ajoutons que la ligne de poussée et les deux lignes d'influence 
s obtiennent très facilement, puisque la première est, comme nous 
lavons établi, un polygone funiculaire à tracer. 

^es deux autres sont connues d^avance. En effet, ces deux 
"P^es d'influence sont les mêmes que celles de la poutre droite 

correspondant à l'arc que l'on considère. 
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Donc elles ne dépendent pas de la forme de l'arc, et quand 
est regardé comme constant, elles sont pareilles entre elles ; 
l'échelle près des ordonnées pour tous les arcs. 

Pour montrer que, en effet, la connaissance de la ligne d 
poussée et des lignes d'influence relatives aux deux points g et 
considérés (lignes symétriques pour un arc symétrique) fournit 
aisément les réactions des appuis produites par un poids P dans 
une position donnée quelconque, observons que les ordonnées d» 
la verticale P déterminées sur les deux courbes d'influence four- 
nissent, par définition, les moments de flexion M^, M^» ausr 
points g et g'. 

De plus, l'ordonnée de la ligne de poussée donne la poussé* -■ 
correspondante q par la formule 




Par suite 



^=GD 



M^ „ CD 

q ^ Ti 

M;,' ^, CD 



CD 
M^, M^' sont des longueurs; en les réduisant dans le rapport — 



^j 



on a donc les deux nouvelles longueurs — ^> —^ qu'on portera en 

ordonnées à partir des extrémités ^ et ^ de la fibre moyenne. Oi^ 
aura ainsi deux points du polygone des pressions, soit deux points 
appartenant aux réactions des appuis. 

Gomme ces réactions r et r' doivent faire équilibre à la force P, 

que, de plus, leur composante horizontale çr = P -~ est connue, 

il est aisé de les construire par simple décomposition d'une force 
en deux autres. 

En les construisant pour diverses positions du point P, on au- 
rait les trois courbes de MM. Winckler et Franckel si Ton jugeait 
utile de les tracer. 

Mais ces lignes ne sont pas nécessaires; celles que nous avons 
introduites en tiennent lieu, d'une façon qui nous semble plus 
commode pour la discussion des effets d'une charge mobile el 
aussi commode pour celle de charges fixes. 
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§ 467. 

rniUEIGE DE LA TEHPÉRATUBE. — Les équations ( — Aq) du § 423 
appliquées à un arc encastré (ce qui entraîne Wo= ro= Oo= <>)? 
en y négligeant les termes relatifs à reflbrt tranchant et à la com- 
pression de la fibre moyenne, mais en ayant égard à la tempéra- 
ture, peuvent s'écrire, si l'extrémité de gauche A de Tare est prise 
pour origine des coordonnées, 

M = — I / jds-h g / y 7 £3?j -4- ox X a?, 

Pour le point B, on a 

u= V = ù = o. 

Si donc l et h sont les coordonnées de ce point, on aura 

fjds = o, 
I -r-xdx = E8tA, 

I -jr X dx = E^-zhy 
f -777^^ = — E8x/. 

Si les appuis A et B sont de niveau, on a A = o. Les deux pre- 
mières équations sont indépendantes de la température, et, en 

posant 

M = M' — ^/ 
ou 

M = g 0^0 — qy\ 

Çoy ^0' y ay^i^t les mêmes significations que précédemment, Ton 



soit 
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aura q par l'équation 



^ojyydx 






J^^ydx J^,ydx 



On connait le premier terme qui représente la poussée due à la 
charge, abstraction faite de la température. On connaît le dénomi- 
nateur du second terme; ce terme se trouve donc sans difficulté, 
comme au §442. 

Si les appuis ne sont pas de niveau, posons toujours (§ 449,2^) 

les z^ étant les ordonnées du polygone funiculaire des charges 
données comptées à partir d'une ligne de fermeture a^h^ à déter- 
miner {Jig* 5o, p. 109), et les j^ étant, de même, les ordonnées de 
l'arc comptées à partir d'une ligne de fermeture ab à déterminer, 
comme au § 449, 2°. 

Déterminons celle ao 60 de façon que l'on ail 



^rfx = o, 



/ 



EotA 



^0 
Supposons d'abord V constant. Alors 

§z\ dx = o, 

EI'OT/t 



Zq xdx = 



90 



La première exprime que les forces z^ dx forment un couple ; 
la seconde que le moment de ce couple est donné et égal à 

Soit 

^0 = -^0 — Co> 

Zq étant les ordonnées du polygone funiculaire comptées depuis 
la corde aopoi et J^o celles comprises entre olq^q et flo^o- 

On voit que les forces fictives descendantes et connues Zo dx et 
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les forces ascendantes Ço ^^ doivent former un couple de grandeur 
donnée. 

Fig. 5o. 




Fi g. a. 




Maïs les forces ascendantes î^o dx se composent en deux résul- 
tantes V et V placées aux ^ et | de la longueur de la corde AB. 
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Cela étant, au Heu de considérer des forces en nombre infia 
divisons la corde en un certain nombre de parties égales lix et 
considérons que les forces z^ ^x ; on aura 

Sz'o =o, 

Kr'ôT/i 






Portons les forces i', 2', 3', 4' égales aux ordonnées comptées 
depuis la corde olqPq et formées parles verticales des points de 
division, bout à bout, suivant le polygone pq (^fig* a^ p. 109). 
Prenons un pôle O et construisons un pol}^gone funiculaire de ces 
forces en arrêtant les côtés extrêmes en v et v' sur les verticales 
V et V. Soit d la distance polaire de ce polj^gone. A partir de v 
portons une longueur 



EI'StA 



q(^ Ix X d 



Le second membre forme bien une longueur, comme il est aisé 
de le voir: car qo est une force; E est le rapport d<une force au 
carré d'une longueur; 5 et t sont deux nombres. Donc le numéra- 
teur est de degré i en force et de degré 3 en longueur; le dénomi- 
nateur de degré 1 en force et de degré 2 en longueur. Ce 3econd 
membre est donc bien une longueur, comme le sont les Zq si Ton 
considère qo comme une force. 

Joignons i^V, et, par le pôle, menons le raj^on Oa> parallèle à 
celte ligne; les forces V et V sont représentées par les dislances 
du point co à l'origine et à Tcxlrémité du polygone des forces 
(Jlff. a); car elles forment un couple avec les forces données puis- 
qu'elles ferment le polygone de ces forces et que, de plus, la somme 
des moments de toutes ces forces relativement à un point de Vest 
égale au produit iv"x d. C'est donc là le moment du couple. 

D'autre part, si l'on conçoit menée la diagonale aoPo du tra- 
pèze «o^to^oPo? l'aire du triangle o^Ùq^q est 

V'x Ax = ^o3oX -> 

et comme Ax = - , si l'on a divisé la poutre en n parties, 

9 V' 
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De même 

Oq OLq = ) 

n 

ce qui détermine la droile aobo. 
Si Ton porte à présent la valeur 

dans les équations de condition qui, pour V constant; deviennent 

fMdx = o, 

fMydx = — El' ^i:ly 
à cause de 

/z'q dx = o, 

q^f z\xdx = — EISt/i, 
il vient 

Sydx = o, 

fy'xdx — o, 

qiifHydx = qfy'ydx = — EIot/t. 

Les deux premières montrent que la ligne de fermeture de Tare 

ABestla même que si Ton n^avait pas égard à la température et la 

(Jernière donne qr, comme dans le premier cas traité (celui où h = o). 

Si V est variable, on divisera Tare en un petit nombre de sec- 

ij'oDS dans chacune desquelles cette grandeur puisse être regardée 

Q00itne constante. 

Soit I„ sa valeur dans Tune des sections et 1'== kV^ ses valeurs 
dans les autres, les k étant des nombres. Les équations à considérer 
nourront s'écrire 



J A- qo 



J'^ydx-^qJ^ydx 



EI'oOt/ 

H -. =0, 



et l'on opérera sur les longueurs -j au lieu de celles z^^ ainsi qu'il 
a été fait à diverses reprises. 
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rOBKULES ET GOnTEUGTIOH Bl ATAR ÉOAID A LA C0MPBES8I0I DE 
LA riBBE MOTEHIE ET AUX EFFORTS TRAICHAITS. -- Quel que soit 
l'are, symétrique ou non, et quelles que soient les forces verticales 
ou non qui le sollicitent, rapportons-les à deux axes rectangulaires 
quelconques. Soient Xq, y^ et x^^y^ les coordonnées des deux 
extrémités A et B de la fibre moyenne et appelons, pour abréger, 

/ = ar, — a?o et h=yx—yo 

leurs difTérences. 

On devra faire dans les formules ( A| ) du § 423 

Mo =1^0=0, U| = Pi = 0, 

l2o=b, l2| = o. 

Par suite, elles deviennent, en supprimant les accents, suppo- 
sant le rapport g des deux coefficients d'élasticité constant et 
ayant égard à un erratum, indiqué à la fin de la Table dcis 
matières, 



/ 






les intégrales étant à efTecluer dans toute l'étendue de l'arc. 

Soit [X le moment de flexion connu que détermineraient X« 
charges agissantes, dans Tare considéré, si cet arc avait Textréi^x i 
A fixe sans encastrement, rextrémitc B reposant à la façon d" u j 
poutre droite sur un appui normal à la résultante des charges. <3 
aura 

(^) M = fxH- A H- Bx— </7, 

A, B, q étant trois constantes. 
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Il3 



n tire de là (§423) 



yl*' > 







q = Xç-^q, 




ÔM _ dii 
dx ~ dx 


4-B = 


Y. + B, 




ds 


Y dx 

ds 


.T.-,S* 


ds 



ou 



Y 



X 

/ Y 

T 



tt3? dx 

T,, = — ^^ dT '^^*'T' ^^^^ connus. 



ionnaissant ainsi le moment de flexion M, on en déduira 
(§ -423), par de simples difiercntiations, Tefiort tranchant et la 
compression de la fibre moyenne. 

Soient [X|, [Xa, [Xs ce que deviennent les premiers membres des 

tT-ois équations (a) si l'on y remplace respectivement les lettres M, 

X.^ ^, T par celles (x, Xt,, Y»,, Ty, en sorte que [jL| , y.2, [Xs sont trois 

constantes connues dès qu'on se donne les charges, la structure 

de l*arc et sa température. Les équations définissant A, B, q sont 

alors 






ds 



(t) 



"V L4r-^à-('-^i)"-rs-J''*=-'^" 



r ds ^ I \ x*ds I / I \ (^i j I 



ds 



-9 



/ I rry / i \ ds ds 



xy 
"El 



5-(-^) 



ds = — |Xj. 



§ 469. 

DîinHinOHS. — Considérons la fibre moyenne comme une ligne 
tnalérielle. Attribuons-lui, en chacun de ses points, une densité 

fictive proportionnelle à l'inverse pj du produit du coefficient d'é- 
III. 8 
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lasticité par le moment d^inertie de la section de Tare passant par 
ce point. Le centre de gravité de la ligne ainsi considérée est ce 
que nous appellerons le centre de gravité de la fibre moyenne. 
Si l'arc est de section constante, c'est le centre de gravité de la 
fibre moyenne considérée comme une ligne homogène. En tout 
cas, il n'y a aucune difficulté à le déterminer : 

1° Analytiquement, par les formi^les 



t. C ds rx ds j 

/ds Cy ds 



qui en donnent les coordonnées ^, r^. 

Le coefficient d'élasticité E disparaît si la matière est homogène 
et le moment d'inertie disparaît également si la section est con- 

stante. Si !'== I -r- est constant ainsi que E, la première devient 

\fdx — fx dx * 

ou 

Le centre de gravité est sur la perpendiculaire élevée au milieu 
de la corde de l'arc. 

2** Graphiquement, en divisant Tare en parties égales A^, si l'on 

introduit I, et en divisant la projection de la corde sur l'axe des x 

dx 
en parties égales Lx si l'on introduit 1'= I -j-, et cherchant, dans 

le premier cas, le centre des forces parallèles pï» si E est variable 

d'une section à une autre, |- si E est constant et de forces toutes 

égales entre elles si I lui-même est constant; dans le second celui 

des forces parallèles -rrp si E est variable, p si Eest constant et de 

forces égales entre elles si F est constant, appliquées aux points 
de division. 

Si l'arc est de structure symétrique par rapport à la verticale de 
son sommet, le centre de gravité est sur cette ligne et l'on n'aura 
qu'un polygone funiculaire à construire pour avoir le point cher- 
ché. 
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§ 470. 

AFPUCÂTIOH A UH ABC DE STRUCTURE STMÉTRiaUE, DE 8EGTI0I GOI- 
STAITE OU HOH. — Supposons un arc de section constante ou va- 
riable, soumis à des charges verticales et de structure symétrique. 

Les formules (a) sont vraies, quels que soient les axes de coor- 
données. Prenons le centre de gravité de l'arc tel qu'il vient d'être 
défini pour origine des coordonnées et l'axe des x horizontal. On a 



/xds r Y ds 



De plus, à cause de la symétrie de l'arc, 






ds = o. 



Donc les équations (c) fournissent immédiatement les incon- 
nues A, B, ^; savoir 



A t^l 



rds_ 

J Eï 



I B ^ 1^3 

/['4?-rs-(—;)^] 



9 = 



ds 

\ /sr/ liî) j 

IX, 



/[4?-fs-(-i)^] 



ds 



Dans le cas où les charges sont verticales, [jl représente le moment 
de flexion d'une poutre droite coïncidant avec la corde de Tare et 
posée sur appuis simples. Donc [x est indépendant de y, par suite 

dx dy 

<5) |w-/n-'"''-/("^j)'''T^'" + '''' 
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et, si l'on a construit un polygone funiculaire des charges donne 
de distance polaire q^^ qu'on appelle z^ les ordonnées coi 
prises entre ce polygone et sa corde, qu'on suppose £ constai 
on aura 



z^ds 



A n >' ' 



/t 






9= 9o 



/^Vii"(è)--i(l)> 



dsÀ dv 

Arc dans lequel '' = ^ 3- ' ^'~^'T ^^^^ regardés comme constante 
— Dans ce cas, à cause de 



(è)"-(î)'- 



•et 

dzfi j_ r dza 





r^^O . r dZa j 

I -7- dx = I —r- dx ~ o, 
./ dx ,K dx 



pi:isque Zq est nul aux limites de T intégra lion, on aura 

fznd.r 

A = — </o — 2 — ' 



7 = ÇTo 



/^--H'-(-i.)/(îH 
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Si Ton néglige les termes relatifs à Tefiort tranchant, 



k = — qi 



l ~ / 



_ fjgQxdx f\Lxdx 

_ Çof^oy dx -^ El ^-z l __ /[kydx-r- El' Sx / 
/j* dx-^ ^l /7* dx-h -^l 

Ces formules sont extrêmement simples soit à construire, soit à 
calculer. 

Notons que ce que nous appelons ici j^, c'est la même grandeur 
que celle qui, dans les épures précédentes, est représentée par^'. 

Si Ton veut construire les formules (^'), on écrira 






e£ îi ï^'y 2t pas plus de difficulté à construire les seconds membres 
quo dans la méthode d'Eddy, quoiqu'on tienne ici compte delà 
compression de la fibre moyenne. Si Tare est de section variable 
r lioc nianière quelconque et que l'on néglige les termes de Tordre 
le l'effort tranchant, on aura 



Zq ds 



B = -q, 



S 

fx* . rds 



9 = — 



It^'-^I 



ds 

S" 
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OÙ les seules intégrales nouvelles, c'est-à-dire qui ne se sont pas 
rencontrées dans la méthode d'Eddy, sont 



J s dx J b' dx 

et 

/ds r dx 

Si S' ne peut pas être regardé comme constant dans tout Parc, 
on divisera celui-ci en sections dans chacune desquelles celle 
grandeur soit constante. Dans une section où S'= SJ, on aura 



/ 



I dzi 






^0^* et 5'^ étant les valeurs des z^ aux deux extrémités de la sec- 
tion. D'ailleurs 

rdx ^„v^ 1 

- j 



/f = "2 i 



et il n'y a pas de difliculté à obtenir cette grandeur. 

Si l'on veut employer le calcul, on remplacera q^z^ par [x. Poixr 
des charges données, continues ou non, [x se déduira des formulas 
du § 193 et alors, A, B, q étant déterminées, on a 



M = [X H- A -h Bx — qy, 
T, dM 



d)\dr àJAdy_( ^\ ^ f n ^ ^\ ^ 

ày ds'^ dx ds~\^ dy) ds'^\ dx) ds' 

Si enfin on veut construire les formules rigoureuses {g'^ ^ y| 
suffit, dans le cas où I et S' sont constants, de savoir encore c^,-^^_ 
struire 

Or, si a est Tangle que la tangente en un point de la fifcre 
moyenne fait avec Taxe des x et ^ Tangle que le côté du poly g^j^g 
funiculaire rencontré par la verticale du point G fait avec 1^ raéme 
axe, on a 

dx dv dst a 
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Donc les expressions ci-dessus deviennent 

)/cosasîiiaa dx; 

I dx= - I --T^dx -h \f cos^cos%oLdx = \f cos^ cos^adlaf, 

/ (-T-) dx ^ j dx =^ - -h/cosiadlr 







ou encore 

\f cos^ sînaoe = J/[sin(p -h aa) — siii(p — aa)] dx 

= — [Ssin(P-+-aa)— 2sin(P — aa)], 

|-/cosp cosaa = i/[cos(3 — 2a) — cos(P H-aa)] dlr 

= — [2cosO-h2a) — 2cos(P — aa)], 
/ cosaarfr = AarS cosaa. 

Si par un point Oo du plan on mène des parallèles O^x^y O^y 
^iix axes et que, par ce même point, on mène des parallèles : 

I** Aux côtés du polygone funiculaire; 

a** Aux côtés d'un polygone inscrit dans l'arc donné et ayant ses 
^ot^^^^^ ^u^ points de division, on formera sensiblement les 
3Pgles a, p. 

On peut donc construire pour chaque point de division les 
^pgles aa, P + aa, p — aa. 

Concevons que, par le point Oo, on mène des rayons formant 
ces angles avec Taxe Oxo et à une distance ^x du point O© une 
perpendiculaire à la droite OoJ:; les segments que cette perpen- 
diculaire détermine sont les produits 

Ao^sinaa, Aa7sin(p ± aa). 

Il suffira de les porter bout à bout, en ayant égard à leur sens, pour 

avoir 

SAo^siuax et SAâ7siii(p ih aa). 

En menant de même une perpendiculaire à O^yo^ à une dis- 
(aoce A^9 on aurait les sommes 

£Aâ?cosaa et SAâ?cos(p db aa). 



i 
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Mais, en général, les formules obtenues en négligeant 3 
termes de l'ordre de l'effort tranchant et qui sont presque au 
simples que celles obtenues en négligeant la compression de 
fibre moyenne sont sufïisantes. 

Si V et S'étaient variables, on divise. ail l'arc en sections et 1' 
procéderait comme nous l'avons indiqué souvent. 

§471. 

ABG8I0I STMÉTBiaUES ; DÉFIHITI0I8. — Nous avons défini (§4^ 
ce que nous entendons par le centre de granité de la fi 
moyenne. 

Nous appellerons moment d'inertie composé de la fi 
moyenne relativement à un axe la quantité 

u étant la distance d'un point de l'élément ds à l'axe consid* 
Si l'on change d'axes, les du se modifient comme les m. I> 
les moments d'inertie composés relativement à divers axes 
modifient comme les moments d'inertie ordinaires, et si l'on p< 
sur les diverses droites Ou issues d'un point O du plan des 1 

gueurs proportionnelles à --=:> le lieu des exlrémilcs des dro 

obtenues est une ellipse. 

Si l'axe Ou fait un angle a avec l'axe Ox el que Ton pose 

'-/[s-(-i)È(ê)>'. 

'"=/[ra-('*j)i5lfî]<'- 



on aura 



J„ = J^cos'a — aJxy cosa sina -f- J^ sin^a. 



Les deux axes de l'ellipse, caractérisés par ce que, si on 
prend pour axes de coordonnées, on a Jxj= o, seront app 
les axes principaux d^ inertie composée de la fibre moyenne 
par chaque point du plan il passe deux pareils axes. 
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Dans ces formules on peut remplacer I et S par F = I -^ , 

S'=S-^> et ds pdiV dx. 

Rien n'est plus facile que de construire les quantités J^, Jj, Jxy 
relativement à un système d'axes rectangulaires donnés. Ce sont 
des expressions tout à fait pareilles à celles dont nous venons de 
nous occuper. 

Si Ton supprime les termes multipliés par le facteur i -\ — 



xy 






— > 



et les moments d'inertie composés deviennent des moments d*iner- 

lle ordinaires de la fibre moyenne ayant y pour densité. 

dx 
Si, en outre, 1'= I-^ est constant, 



''^ -"31' 




h = fjy^ ^^ = 




^xy= p i xydx = 





Que Ton supprime les termes multipliés par iH — ou non, 

quand on connaît les quantités Jj, J^, ixy pour un système d'axes 
Ôjry Oj, on en déduira : 

I ^ La direction des axes principaux qui passent par ce point; 

2^ Les moments d'inertie relatifs à ces axes, ou moments 
d'inertie principaux. Il suffit, pour cela, de tracer l'ellipse d'inertie 
relative au point considéré. 

Après avoir déterminé le centre de gravité de l'arc, on aura 
donc, par la méthode qui précède, les axes principaux relatifs à 
ce centre de gravité et les moments d*inertie composés relatifs à 
ces mêmes axes. 

Prenons pour axes de coordonnées les axes principaux dont il 
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vient d'être parlé. On aura alors 

/xds r y ds 

^''=/[S - (-^ i) -Es S f ] '^ = °- 

Alors les équations (c) du § 468 qui fournissent les constantes 
A, B, q se réduisent de façon à donner directement les valeurs des 
inconnues, à savoir 

J El 

" ds 



^y^Sû 



^"■: — r^' 



Tri 

J EîS 



formules qu'on pourra construire ou calculer comme celles rela- 
tives à l'arc symétrique, avec cette seule différence que [x n'est 
plus ici indépendant de^, même si les charges sont verticales. 

La formule (7) du § 193 donne, pour des charges isolées quel- 
conques (et, par suite, pour des charges continues) en remplaçant 
les sommes par des y, comme il est expliqué au paragraphe cité. 



x' 



en désignant par a' la distance à l'appui de gauche d'une charge P ; 
par x^ la distance à la verticale de cet appui, du point G de l'arc 
par rapport auquel on cherche le moment de flexion, et par /' la 
projection horizontale de la corde de l'arc. 

Soit \ la distance à l'appui de gauche du centre de gravité de 
l'arc ou de rorigine des coordonnées actuelles et i l'inclinaison de 
l'axe des y sur la verticale descendante. On aura 

a' = X -+- p sin i — a cos i, 

a?' = X -^-y sin i — x cos iy 

l' = h sin i — / cos i, 

a, P étant les coordonnées par rapport aux axes employés ou axes 



ARCS ENCASTRÉS AUX DEUX EXTRÉMITÉS. ia3 

des moments composés principaux, du point d'application de la 

force P agissant sur l'arc donné, et h =yi — j'o» l = ^i — Xq les 

différences des coordonnées des appuis A et B de Tare. 

Par suite, 

d[k __ dyi 

dx dx' 

d\L du. . . 

5?= d^'''""'^ 



où 



dix 
dx 



\ G A / 



la première somme se rapportant aux forces comprises entre le 
point G et l'appui de droite, la seconde à tout l'arc; a' et /' ayant 
les valeurs ci-dessus spécifiées. 



124 ï'* SECTION. — CHAP. III. 




CHAPITRE m. 

ARC ENCASTRÉ A UN BOUT ET POSÉ SUR ROTULE 

EN UN DE SES POINTS. 

§ ^72. 

Théorème fondamental. — Si un arc de section et d'élastù 
constantes ou variables^ soumis à des charges quelconq 
(verticales ou non) encastré à une de ses extrémités y est p 
par un autre point sur un tourillon fixe et quaux divers éU 
ments ds de la fibre moyenne comprise entre le tourillon et 
point d'encastrement, on applique des forces fictives para 

lèles — pj-' l(^ centre de ces forces parallèles coïncide avec 

tourillon fixe (*). 

Soient {fig- 5i,p. 4i5)AoABla fibre moyenne de l'arc, 
rexlrémilé encastrée et A le tourillon fixe qui coïncidera en g<^^ 
néral avec la seconde extrémité A© de la fibre moyenne, mais qu 
peut être un point quelconque de cette courbe. 

Prenons la droite AB pour axe des x et la perpendiculaire A v 
pour axe des y] en posant AB = /, les formules (A') du § 42 
appliquées au point B pour lequel la rotation Q est nulle- 
donnent 

El comme, en ce point, «/ = p = o, on aura les deux équations de 



(*) Ce théorème suppose qu'on néglige rcfforl tranchant et la compression de 
la fibre moyenne devant la ilcxion. 
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Fie. i5. 




ou les intégrales sont à prendre de A à B. Ces équations sont Tcx- 
pression analytique du théorème énoncé, puisqu'elles expriment 

que la somme des moments des forces parallèles -pj- par rapport 

au point Â est nulle, que ces forces soient parallèles à Â^ ou 



R^^^xarques, — Ainsi que nous l'avons dit, la proposition ne 
suppose pas que A soit l'extrémité de l'arc. Si celui-ci se pro- 
hn^^ siu delà de AB, on n'en devra pas moins ne considérer que 

ues fo :K-ces fictives -pTr- appliquées entre les points A et B. 

*^^^»^:fcsles applications graphiques qui vont suivre, nous suppo- 
seroa ^ toutefois que A et B sont les deux extrémités de l'arc. 

Si i ''arc est d'élasticité constante, de section constante ou va- 
riables , le théorème s'applique aux forces — r— et son expression 
analy laïque devient 

( / - îc^ = o, 



Sw en outre, il est de section constante, le théorème s'applique 
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aux forces M ds et son expression est 

( fyixds = Oy 
\ f M^ ds = o. 

§ 473. 

MÉTHODE D'EDDT. — Soit (Jig- 02, p. 127) ÂCB Tare soumis à 
des charges verticales quelconques. 

Désignons par M le moment de flexion qu^elles déterminent en 
un point de Tare et par M' le moment de flexion qu'elles détermi- 
neraient dans une poutre droite horizontale AB' simplement ap- 
puyée en A et encastrée en B'. Si G est un point de la fibre 
moyenne, sa projection G' sur AB' sera appelée le point carres- 
pondant de G. Si I est le moment d'inertie de la section de l'arc 
en G, nous attribuerons à la section G' de la poutre fictive un mo- 
ment d'inertie 

as 

Que F soit constant ou variable, le moment de flexion M' s'ob- 
tient aisément par la méthode indiquée au Chapitre III de la 
deuxième Partie. 

On trace un polygone funiculaire quelconque aolo2o3o4oOo fio 
des charges données. 

Désignons par ao po sa corde et par Zq les ordonnées verticales 
comprises entre le polygone et cette corde ; on déterminera par la 
méthode indiquée une droite de fermeture aoèo telle que la résul- 

tante de forces descendantes -r? dx et de forces ascendantes -— dx, 

en appelant Çq les ordonnées comprises entre la corde ao [io et la 
droite cherchée, passe par le point ao- 
On aura donc 

-5o — Ço 



/ 



r 



X dx = 



ou, en appelant z^ les ordonnées comprises entre la droite de fer- 
meture «0 Po et le polygone, 
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D'ailleurs, si q^ est la distance polaire du polygone ao ^ot 
(3) M'= q,z;, 

d'où 

M'x 



(3') 



/^ 



ds = o. 



Fig. 5a. 




La droite ao b^ est ainsi connue. 

Supposons, à présent, que la même poutre AB' supporte, non 
plus les charges données ayant aol© • • • Po po^r ^^ ^^ \Q\ivs poly- 
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gones funiculaires, mais des charges fictives admettant 
donné AGB pour une de leurs courbes funiculaires. 

Nous pourrons trouver de même le moment de flexion î 
en résulte. Il suffira de déterminer la ligne de fermeture A 
façon que, si l'on appelle y les ordonnées comprises entre 
ligne et Tare, on ait 



/^ 



dx = o 



ou 



(40 J'^ds^o. 

Ceci posé, nous savons (§ 449, 2") que, quelle que soit la 
A 6, on peut toujours écrire 

(5) M = M'-7/, 

q étant la poussée inconnue de Tare. 

Les équations fondamentales à satisfaire donnent 

J —ds^gJ—ds=o, 



Mais on a 



I — :— as = o. 
Donc, la première se rcJuil à 

frSds = o. 

Ainsi, pour que la première équation de condition soit sati 
il faut et il suriit que la droite Ab a. partir de laquelle on c 
les y [droite choisie de façon que l'équation (5) représe 
moment de flexion M] soit celle qui vient d'être tracée, e 
la seconde équation fournit pour la poussée l'expression 
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OU 

(6') ç=-qo'' ^ 



'Z'n ds 



y'ds 



et, approximativemenl, 

si l'on divise Tare en parties égales As et que les sommes S s'ap- 
plÎ€|vient aux points de division, 
tte équation se réduit à 



i 



si l'arc est de section constante. 
On peut encore écrire 

OU, approximativemeni, 

2?^ 



(/) (7 = ^0 



2^ 



SI Pan. divise la corde en parties égales Ait, qu'on mène les verti- 
cales et que les sommes S s'appliquent aux nouveaux points de 
<ïivisic3n obtenus ainsi sur l'arc. 
Cette dernière équation 3e réduit, si F est constant, à 

V «-' -1/ 

Ea -résumé, on voit que, comme au Chapitre précédent (§ 450), 
si c'est l'arc qu'on a divisé en parties égales, on devra construire 
deux jîolygones funiculaires Gp et Cy de même distance polaire, 

l'un des forces -p> l'autre des forces y» 

Si o'est la corde qu'on a divisée en parties égales, ce sont les 

polygones analogues des forces -jr et ^ que l'on construira. 

III. . 9 



i3o r« 
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Et alors 


(70= G' p, 


Si Ton a pris 
on aura directement 




q = C'Y. 



La marche à suivre est donc en tout pareille à celle indiquée 
détail aux deux Chapitres précédents, et il n'est pas nécessaire 
la développer à nouveau. 

§ 474. 

HOnVELLE EXPRESSIOir DE LA POUSSÉE. — L'expression de la pouss 
est, d'après ce qui précède, 






ds 
J 1 



^ds 



On démontrerait, comme au § 454, que si \k désigne le mome 
de flexion que produirait la charge donnée, si elle s'exerçait sur a 
poutre AB' simplement appuyée en ses extrémités, moment 
flexion facile à déterminer (§ 193), on a identiquement 



J ^ds=J^ds, 



d'où 



(8) q=' ^ 



OÙ {/ig"- 52, p. 127) le dénominateur 

2t^ =rfxC'p, 

en désignant par rfla distance polaire du polygone funiculaire C^ 
En général, nous prenons cette distance égale à la flèche CD d 
l'arc ou à un multiple de cette flèche, suivant le surbaissement d 
l'arc. 
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§475. 

pOUSSiE PRODUITE PAR UH POIDS MORUE. UOHE DE POUSSÉE. — Sup- 
^^ons un poids unique P placé dans une position d'abscisse a; 
poussée q qu'il produit dans Tare est proportionnelle à P. Nous 
^cm^ons donc poser 

^ = P X /, 

îx VC ^*' nécessairement un simple nombre indépendant de toute 

^ous pouvons représenter ce nombre par le rapport de deux 
\igiies. Posons 

(9) X = T 

d étant la distance polaire dont il est parlé au paragraphe précé- 
dent et X^ une longueur variable avec la position du poids, c'est- 
à-dire une fonction de l'abscisse a de ce poids. 

Si l'on porte l^ en ordonnée sur la verticale de P, la courbe ob- 
tenue est ce que nous appellerons, comme précédemment, 
la ligne de poussée. 

Théorème. — Si, aux divers éléments ds de l'arc AB {^g. 52, 
P* '^7)7 on applique les forces verticales connues 

y ds y dx 

la ligne de poussée est une courbe funiculaire de ces forces^ 
tangente en B à la corde AB. 

Approximativement, c'est le polygone funiculaire des forces 
en nombre fini 

T 

appliquées aux points de division de l'arc et satisfaisant aux 
conditions suivantes qui le déterminent : 

ï* ^e passer par le poin t B ; 

2" D'avoir BA pour son premier côté; 

3* D'avoir G P pour distance polaire. 
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En effet, on a, en général (§ 471), 



/"¥ 






Or, si la charge se réduit au poids P d'abscisse a, 
i* Pour a < a" [jl = P • — -. — x 



l 
%" Pour a >ar tji = P ^(/ — x) 



Donc 



ou 

Mais on a (§ 473) 

/ -f- ds — o. 

ce qui fait disparaître le dernier terme et donne, de plus, 



Par suite 



et 



d'où 






(«) ? = -7rTr;ï X / (a - X) Y ^/^. 

22Lcls ^^ 

Le premier facteur est une constante, c'est-à-dire une gr; 
indépendante de a ou de la position du poids. Le second 
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y' 
signe près, la somme des moments des forces verticales —rf^ 

comprises entre le point d'encastrement B et la verticale P. 
Cela étant, concevons que Ton construise une courbe funicu- 

laire de toutes les forces ^-p^ passant par le point B et tangente 

à BA en ce point; l'ordonnée 2^' comprise entre celte courbe et sa 
tangente BA est proportionnelle à la somme des moments dont il 
s'agit. 

El l'on a, si d' est la dislance polaire de cette courbe. 



Donc 






r — ^ X d ^, 



/^ 



ds 



Si donc on choisit d de façon que 

dd 



f»: 



— I, 



ds 



on aura 



Î-Ç'. 



Remplaçons l'expression (a) ci-dessus de ^ par sa valeur ap- 
prochée 



2; = rfx 






2^ 



et traçons le polygone funiculaire de distance polaire G'^ des 

y' 
forces en nombre fini ~- passant par le point B et ayant BA pour 

premier côté. Soit l^' l'ordonnée comprise entre le polygone et ce 
premier côté et rf' sa distance polaire, on aura 



Zix — x)^ =G'3 xî'. 



D'ailleurs on a trouvé au paragraphe précédent 
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d'où 

Remarque. — Toute courbe funiculaire des forces ^—r- p^^' 

sant par le point B et tangente en ce point à BA passe aussi par fe 
point A, car en ce point (a = o) 1^' est tel que 

Ç'xrf'= - f ^ds = o, 
d'où 



:'=o. 



De même, le polygone funiculaire par lequel on remplace ap- 
proximativement cette courbe passant par le point B ayant son 
premier côté dirigé suivant BA passe par le point A, puisqu'on a 
déterminé approximativement la ligne de fermeture de l'arc par la 
condition 

Or, en A, l'ordonnée de ce polygone est proportionnelle au 
premier membre de celte équation. 

On devait s'attendre, en effet, à ce que la ligne de poussée 
passât par les appuis A et B et fiil tangente à la corde AB au point 
d'encastremenl. 

s ^76. 

LIGNES D'INFLUENCE. — Supposons un poids P — i dans une posi- 
tion d'abscisse a et soient respectivement 

M, M' 

les moments de flexion qu'il détermine aux points d'abscisse x de 
l'arc et de la poutre correspondante, 
La poussée q qu'il détermine est 

(10) g = ^^. 

OÙ rf= G'p est une longueur connue indépendante de la position 
du poids. 
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La formule 

La ligne dont les abscisses sont a et les ordonnées égales ou 
proportionnelles à M est la ligne d^influence relative à la section 
d'abscisse j: de Tare, et celle dont les abscisses sont, de même, a et 
les ordonnées égales ou proportionnelles à M' représente la ligne 
d'influence relative à la même section de la poutre droite AB' cor- 
respondant à Tare. 
Pourj^^= o, on a 

(lo) M = M'. 

Ainsi, au point dHntersection de Varc et de sa ligne de fer- 
meture, la courbe d'influence de l'arc coïncide avec celle de la 
poutre droite correspondante; cette dernière, nous savons la 
tracer (§ 327). 

Pour ramener de même le tracé de toutes les autres lignes d'in- 
fluence de l'arc à celles de la poutre, nous écrirons l'équation (i i) 
ci'dessus sous la forme 

y y 

de sorte que, si nous traçons des courbes dont les ordonnées soient 
celles des lignes d'influence de la poutre droite, amplifiées pour 

chaque section dans le rapport constant pour cette section — 

et que nous appelions r\ les portions d'ordonnées comprises entre 
ces lignes et la ligne de poussée, nous aurons 

MXy=T,, 

y 

de sorte que les moments de flexion cherchés, que l'unité de 
poids parcourant l'arc détermine dans une section donnée, sont 
proportionnels aux longueurs r^. On pourra, d'ailleurs, comme 
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au § 459, étudier rinfluence d'un poids unique ou d'un convoi 
quelconque sur chaque section donnée de Tare par le seul tracé 
des lignes d'inQuence de la poutre correspondant à Tare. 



§ 477. 

UfiHSS D'INFLUENCE DES EFFOETS TBANGHANTS. — De Texpression 
de M on tire 

ds ~~ dx Tls d ds 

où le premier membre représente l'ordonnée de l'efFort tranchant 
produit par Tunité de poids dans la section d'abscisse x. 

Pour -j- = o, c'est-à-dire au point de l'arc où la tangente es 

parallèle à la ligne de fermeture 

dyi' dx 



ds 



dx ds 



La ligne d'influence relative à ce point de l'arc a ses ordonné 
égales à celles de la ligne d'influence relative au point correspo 
dant de la poutre, multipliées par le cosinus constant de l'ang 
que la tangente à la section considérée fait avec l'axe des x. 

On tracera d'abord cette ligne d'influence (§ 328). 

Pour -^ ^ o, on écrira 




ds 



d dM 



dy ds 

ds 



dy dx 
dx 



Y 



et, si l'on multiplie les ordonnées des lignes d'influence par 
facteur, constant pour chaque section -7-7 > les portions, que nou 

dx 
appellerons r{^ d'ordonnées comprises entre les lignes obtenues 
la ligne de poussée donnent le premier membre, de sorte que 

<m __ t/ dy 



ds 



d ds 



d'où l'on déduit les mêmes conséquences qu'au Chapitre préc( 
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<lent pour Tétiide des efforts tranchants maxima produits par un 
mobile unique ou un convoi. 

§478. 

nrLUEHGE DE LA TEMPËRATUBE. — Si Ton reprend les raisonne- 
ments du § 472, à l'aide des formules (A') du § 423, dans les- 
quelles on conserve les termes relatifs à la température, les équa- 
tions fondamentales deviennent 



/ -— - ds -k- M rj-zl =z o, 



— j— as — 0. 

>ri déterminera les lignes de fermeture du polygone funiculaire 
^n cJe Parc, comme si Ton faisait abstraction de la température, de 
sor^c qu'on aura 

M =-. M'- qy =r q^z'^ — qy' 



ave^c? les conditions 

f-'f-"-' 

et 



ai seconde des équations fondamentales se trouve ainsi satis- 
fais^ , et la première donne 

qA^ds- qf^ rf^ -+- E OT / = 0, 
d'où 



f^^ds 



y 
7o 



/ç-. jyfa. 



dons le premier terme est celui précédemment construit et le 
seooKid fournit la poussée produite par la température. 

I-«^ dénominateur de ce second terme étant connu par les con- 
serva citions antérieures, la valeur de ce terme se trouve sans diffi- 
ctilt^ comme pour les arcs étudiés aux Chapitres précédents. 
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au § 459, étudier l'influence d'un poids unique ou d'un conv 
quelconque sur chaque section donnée de l'arc par le seul trai 
des lignes d'influence de la poutre correspondant à l'arc. 

§477. 

UfiHSS D'INFLUENCE DES EFFOETS TBANGHANTS. — De l'expressii 
de M on tire 

ds ~" dx lis d ds 

OÙ le premier membre représente l'ordonnée de l'efi*ort tranchs 
produit par l'unité de poids dans la section d'abscisse x. 

Pour -^ = o, c'est-à-dire au point de l'arc où la tangente 

parallèle à la ligne de fermeture 

rfM dW dx 
ds dx ds 

La ligne d'influence relative à ce point de l'arc a ses ordônn 
égales à celles de la ligne d'influence relative au point correspc 
dant de la poutre, multipliées par le cosinus constant de l'an 
que la tangente à la section considérée fait avec l'axe des x. 

On tracera d'abord celle ligne d'influence (§ 328). 

Pour -y- ^o, on écrira 

d dM d dM' 



y 



dv' ds dy' dx 
ds dx 

et, si l'on multiplie les ordonnées des lignes d'influence par le 
facteur, constant pour chaque section —r-jy les portions, que nous 

dx 
appellerons r/, d'ordonnées comprises entre les lignes obtenues et 
la ligne de poussée donnent le premier membre, de sorte que 

m _r^dy^ 
ds d ds 

d'où l'on déduit les mêmes conséquences qu'au Chapitre précé- 
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^1 ^^ntpour Pétude des eflbrts tranchants maxima produits par un 
obile unique ou un convoi. 



I 



§ 478. 

HFLUEHGE DE LA TEMPÉBATUBE. — Si Ton reprend les raisonne- 
irE^nts du § 472, à Taide des formules {A.') du § 423, dans les- 
f| la elles on conserve les termes relatifs à la température, les équa- 
tions fondamentales deviennent 



/ -j- as -+- h OT / — o. 



Oki déterminera les lignes de fermeture du polygone funiculaire 
et de Tare, comme si Ton faisait abstraction de la température, de 
sorto qu^on aura 



avec les conditions 



et 






— ds = 0. 



L«^. seconde des équations fondamentales se trouve ainsi satis- 
■ait^ » et la première donne 

Ço Ç-'^^ds-q f2LLds-\-VA'zl = o, 

d»_ ^ J *^ •/ t 

Ou 

./ I "^^ E3t/ 

7 = 7o 



l'f- n 



^ds 



^^^ le premier terme est celui précédemment construit et le 
^^^^^*3tl fournit la poussée produite par la température. 

*-"^ dénominateur de ce second terme étant connu par les con- 
^ ^^otions antérieures, la valeur de ce terme se trouve sans diffi- 
^^Ité comme pour les arcs étudiés aux Chapitres précédents. 



i 



l38 !'• SECTION. — CHAP. IV. 

§ 479. 

FORMULES GÉHÉBiLES EN AYANT ÉfiABD A LA TEMPÉRATUBE, A LA 
PRESSION DE LA FIBRE MOYENNE ET A L'EFFORT TRANCHANT. — S 

{fie* 53) A le point d'appui simple et B le point d'e 
trement. 

Fig. 53. 




Quelles que soient les charges, verticales ou non, rapporlo 
divers points de l'arc à deux axes rectangulaires quelconque! 

Désignons par l et h les différences x^ — :ro, y\ — J'o des ( 
données des points B et A. 

Appliquons les formules générales ( A, ) du § 423 à la rech- 
des composantes w et i^ et de la rotation Q de la section B. 

On devra faire 

D'ailleurs, w, i% û, ainsi que u^^ v^^ sont nuls. 
De l'équation qui donne Q on déduit 






ds, 



cette intégration, comme celles qui vont suivre, étant à faire 
toute l'étendue de l'arc. 

En portant cette valeur de Qq dans les deux autres équal 
supposant les coefficients d'élasticité constants et ayant < 
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à un erratum indiqué à la suite de la Table des matières, elles 
deviennent 



( I!2 > 



3 ci posé, soient R et ^7 les composantes, parallèles aux axes 
des ^^^ et des x, de la réaction de l'appui non encastré. 
1I>^ signons respectivement par 

la somme des projections sur l'axe des vC, la somme des projections 

sur* l'axe des y, la somme des moments, relativement au point 

^^el conque G{x, y) de la fibre moyenne, des charges données 

(^ al>s traction faite de la réaction de l'appui) qui agissent à gauche 

<le ce point. Soit de même T„ ce que deviendrait T si cette réac- 

^^^i^ n'existait pas, c'est-à-dire si l'on avait R = ^=::o, en sorte 

^^e X,,, Y„, m, T„ sont quatre fonctions connues des coordonnées 

•^ ^t ^ du point G. 

Cles quatre fonctions, on peut les calculer séparément ou se 
borner à calculer m, d'où l'on tirera 

^, __ àm dm dv dx dm 

Si les charges sont verticales, ainsi que l'axe des j^, et que l'on 
aésig^ne parP l'une d'elles, par a son abscisse, on aura 



S g s 

^ désignant des sommes s'étendant à toutes les charges placées 

* gauche du point G, de sorte que, s'il n'y a qu'une charge, pour 
»^s points G situés à gauche de cette charge, 

X|, — Y^ = T„ — /?i = o ; 
P^^r les points G situés à sa droite. 



I40 l" SECTION. — CIIAP. IV. 

D'autre part, on a, quelles que soient les charges, 

T = T„~ ^ ^ -^ R ^, M - m -- R(^ - ^o) - q(y -yo)- 

Si donc on désigne par les lettres H|, H2 les valeurs connu» 
que prennent les premiers membres des équations (12), lorsqu'c 
y remplace les lettres X, Y, T, M respectivement par X,,, Y»,, T 
m, ou aura 



(l5) 



■'.-->[/'-^^"-/?-(-ï),A(è)'H 



équations qui fournissent les inconnues R et q. 



§ 480. 

CAS D'UN ARC STMÉTRIQlïïE. — Considérons d'abord {/ig. 5 
p. i4i) le cas usuel d'un arc symétrique par rapport à la vertica 
de son sommet et soumis à des charges verticales quelconques. 

Déterminons ce qu'au j:; i69 nous avons appelé le centre de gr 
vite G de la fibre moyenne et prenons ce point pour origine d 
coordonnées, Taxe des >' étant vertical ascendant. 

On aura 

D'ailleurs, à cause de la symétrie, 

rdr dv 
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I4l 



Enfin 



H, = E8T/-+-r^ 



ndx dy 



<i6') 



}»'-/ 



m(.v — .ro) 

"' i 



ds 



■f{-ï)^M^ 



i 



Si l'on admet les formules approchées consistant à négliger 

Fig. 54. 




L ^effort tranchant, on aura 



16') 



\ Hi = Eox/-f- I — : — =-^ — ds, 



Pc/5, 



brmules faciles à construire ou à calculer suivant les remarques 
aites à la fin du Chapitre précédent. 



CAS GÉHÉBAL. — Dans le cas d^un arc dissymétrique, il est plus 
avantageux de prendre l'appui simple A pour origine des coor- 
données {Jig- 55). 

On prendra pour axes les axes principaux d'inertie composés 
(§ 471) de la fibre moyenne relatifs au point A si Ton conserve 
tous les termes, et les axes principaux d'inertie ordinaires si l'on 
néglige les termes de l'ordre de l'effort tranchant. 

Dans les formules générales (i5) du § 479 on devra faire 
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x^=yo=: o, cl, de plus, 

par suite, les équations (i5) donnent directement R et ^^ à savoir 

H, 



(i6) 



5^ = 



R = 



H, 



fT--(-i)fcm-f 



ds 

"S 



Pour calculer m, dans le cas des charges verticales, soient x 
et y les coordonnées d'un point quelconque G de la fibre moyenne 

Fig. 55. 




et x' Tabscisse de ce point comptée suivant l'horizontale du point 
A; m sera une fonction connue de jc', à savoir, celle obtenue en 
remplaçant, dans la dernière (i4)î les abscisses .r et a par celles 
x' et a' comptées suivant Taxe horizontal Ax'. 

Or, si i est l'inclinaison de l'axe Ox, on aura, comme 



d'oii 



X = X cos i — y sin *, 

dm dm . 



dm dm 
âx dx 

dm dm / dx 



l^=-'d^''''''^ 



ds 



dm I dx . dy . .\ 



Par suite (479), 



H, = E Si: / -+-/" -J^ rfî - ( r - i- 





ds dm , ..ri dm , 

dx 

ds dm , . rds dm. 
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OÙ l'on remplacera m par sa valeur 



m 



=2p(a'-x'), 



puîs -^ et x' par les valeurs qui viennent d'être indiquées. 

Ces formules deviennent très simples si l'on néglige les termes 

ayant i H — pour coefficient, c'est-à-dire ceux de l'ordre de 

l'effort tranchant. 

Leur construction donne lieu aux mêmes remarques que celle 
des formules analogues du Chapitre précédent. 
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CHAPITRE IV. 

ARCS AVEC CHARNIÈRES. 

* 

§482. 

DnnsION DU PROBLËME. — Lorsqu^un arc comporte au mo 
trois charnières (y compris les rotules ou tourillons fixes, s'il y 
a), quelles que soient les charges qui le sollicitent, le tracé 
polygone des pressions est un problème de pure Statique dont no 
avons indiqué la solution dans la première Partie de cet Ouvrage 
par suite, la détermination des moments de flexion et effor 
tranchants dérive aussi des seuls principes de la Statique. 

Nous n'avons donc ici à envisager que les cas où il existe e 
tout (y compris les tourillons fixes) soit une, soit deux charnières 
Cela comprend donc : 

A. L'arc encastré à ses deux extrémités, portant une charnier 

B. L'arc encastré à ses deux extrémités, portant deux charnière 

C. L'arc encastré à l'une de ses extrémités, appuyé sur ror 
tule à l'autre et muni d'une charnière. 



A. - ARC ENCASTRE A SES DEUX EXTREMITES, 
PORTANT UNE CHARNIÈRE. 

§ m. 

Théorème fondamental. — Siy aux divers éléments de la 
fibre moyenne d^ un arc de section et d^ élasticité constantes ou 
variables, soumis à des charges quelconques (verticales ou 
non), encastré à ses deux extrémités et portant une charnière, 

on applique des forces parallèles ^-rry- » le centre de ces forces 

parallèles coïncide aK'ec la charnière ('). 






(') Ce Ihcorèmc suppose qu'on néglige la compression de la fibre moyenne cl 
l'effort iranclianl. 



f 

1 
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Soit {fig> 56) AJB l'arc CDcastré en ses deux extrémités A et 
B et portant une charnière en J. 

Rapportons-le à deux axes rectangulaires quelconques. 

Désignons par aro, y^\ ^i? JKi les coordonnées des points A 

et B, par i et t) celles du point J. 

Soit 0- l'arc AJ. 

FIg. 56. 




fi- 



a> 



\ Ton regarde ce point comme appartenant à l'arc AJ, les com- 
o ^ sntes a et (^ de son déplacement données par les équations (A) 
tm S ^23, où l'on fera w», = ^0= Ûo = o, ; == r,, 5 = (x, sont 



'>y 






li l'on considère l'arc JB et qu'on applique les mêmes équations 

r J^) au point B (en sorte que les premiers membres de ces équa- 

l^îc>xis sont nuls), eu remplaçant dans les seconds les lettres Uq^ v^\ 

jc-o f v^'oi respectivement par celles w, v^ ; Ç, r^ et, pour la symétrie, 

lai lettre Ûq par celle Û, on aura 

^ M 



C M ^ 

0= M-hÛ(7i— rj— y _(j.j_j.)c^5, 



'M 



X M 



eo désignant par s la longueur totale de l'arc. 
III. 



10 
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Â cause de la première, les deux dernières deviennent 

En [ajoutant les équations (i) et (i') et celles (2) et Ç 
vient 

'M , r'M 



soit 



(3) 



r'M. r'M , 
r'M. r'M , 



— *^0 



qui expriment bien que le point J, dont les coordonnées se 

El 



et Ti, est le centre des forces parallèles -j^ 



Remarques, — Si l'on prend la charnière J pour origine -^ 
coordonnées, Ç = tj = o et les équations (3) deviennent 

(3') < •^ 

Si le coefficient d'élasticité E est constant, il disparaît ^^ 

équations (3) et (3') et le théorème s'applique aux forces —^ — 

si, de plus, la section de l'arc est constante, I disparaît égalem ^ 
et le théorème s'applique aux forces M ds\ si enfin l'on supp <^ 

que l'=l-j- puisse être regardé comme sensiblement constat 

les équations deviennent 

( U^^dx=fMxdx, 
^ ( 7ifMdx=fMydx 

et le théorème s'applique aux forces M dx. 




B 
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nOI DU niOBilIE FOIDAMEITAL. — Le théorème précédent, 
loppé soit analjtiquement, soit graphiquement, fournit le 
,^ox3ient de flexion aux divers points d'un arc comme celui que 
s venons de considérer. 

n eflet, le polygone des pressions est (§ 473) assujetti à passer 
la charnière. 

onc, deux autres conditions suffisent à le déterminer et ces 
|^ft:i:3L conditions sont fournies par les deux équations qui expri- 
t analytiquement le théorème fondamental. 

§ 48o. 

'WCATIOI DE LA MÉTHODE D'EDDT. — Soient AJCB (Jiff. A, 
'• JT-l^^F) l'arc considéré, et J sa charnière. Nous le supposons 
sonnais à des forces verticales quelconques. 

Oonsidérons la poutre droite correspondante AJ'B, c'est-à-dire 

t&oe poutre ayant un moment d'inertie V=l--p encastrée à ses 

dea:x. extrémités A et B et présentant une charnière au point J' 
correspondant à J, de sorte que le moment de flexion en ce point J' 
est oal, quelles que soient les charges agissant sur la poutre. 

Supposons-la d'abord soumise aux charges qui agissent sur 
Tare. 

Traçons {/ig* Ao) un polygone funiculaire quelconque 

aolo2o3o4o5opo 
de ces charges. 

Soient Çq la distance polaire arbitrairement choisie de ce poly- 
gone et Jo le point où il est coupé par la verticale de la charnière. 

Si flo^o est la ligne de fermeture du polygone et si l'on désigne 
P^ z'^ les verticales comptées depuis cette ligne, le moment de 
ueiion M' en un point quelconque de la poutre a pour expression 

1^' ailleurs, comme le moment de flexion est nul au point J', la 



n 
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ligne cherchée passe nécessairement par le point Jq et sa dire — 

tion est seule inconnue. 

Pour la déterminer, nous observons que le théorème fom 

mental (§ 472) applicable à un arc quelconque s^applique auss 

une poutre droite. 

Des forces fictives 

M'dx __ Wds 

V - I 



appliquées à la poutre doivent donc avoir leur centre au poi 
d^articulation J'. 

Mais, comme ici les points d^application des forces sont en lig- 
droite, une seule condition suffît pour cela; analj^tiquement, e 
est soit 

, rm' dx rMdr 

(5) Jj__=j__^, 

où les intégrations s^étendent à toute la poutre, soit 

M'ds rM'ds 



t r^ ds rWi 



X, 



où elles s'étendent à toute la longueur de l'arc, et c'est ce 
équation qui permet de déterminer graphiquement la direct 
de la ligne de fermeture; les forces 



^dx 
ou celles proportionnelles 

supposées verticales, doivent avoir pour résultante la verticale 
point Jy. 

Supposons d*abord F constant. Alors les forces fictives ve 
cales 





Z Ci cLx 



■tl- 



doivent avoir leur résultante passant par ce point. 

En d'autres termes, si l'on considère une force descendante ^^^ 
égale ou proportionnelle à l'aire comprise entre le polygone fu 
culairc et sa corde a^ (Ïq, appliquée en son centre de gravité, et u 
force ascendante égale au trapèze ao^o^oPo? appliquée égalemc 



e 
jl 
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son centre de gravité, la résultante de ces deux forces doit 
ser par le point Jq. 

*ar ce point, menons une droite a^ ^^ parallèle à la corde ao ^o* 
L force ascendante peut être remplacée par trois autres, à sa- 

m ^ Une force S2 égale ou proportionnelle à l'aire du parallélo- 
stwnme olo^oOl^^'q, appliquée suivant la verticale de son centre de 
si^^té, soit suivant la verticale du milieu de la corde. Cette force, 
iTKxme celle descendante S|, est connue^ 

2^* Deux forces respectivement égales ou proportionnelles aux 
n^s des deux triangles Jo^oP'o ®^ Jo^o*'o> appliquées suivant les 
M^ticales de leurs centres de gravité, c'est-à-dire suivant les ver- 
îsiles ^1 et ^2 placées l'une au tiers de la longueur ol^Jq à partir 
' Qc'^j, l'autre au tiers de la longueur j3'^ J^ à partir de PJ,, en sorte 
» ^ les lignes d'action' de ces deux forces sont connues, mais non 
tiï-s grandeurs. L'une d'elles est descendante, l'autre ascendante, 
i la figure est exacte, c'est la force V2 qui est descendante et la 
e t^i ascendante. 



insi, pour celle de ces deux forces qu'on trouvera descen- 
aiiite, on devra porter l'ordonnée pé^o ^^ haut en bas, et, pour 
elle que l'on trouvera ascendante, on devra la porter de bas en 
a ut à partir de la droite connue a'^, ^'q. 

Si Ton ne connaît pas les deux forces Vt et ^2 proportionnelles 
L ces triangles, on connaît du moins leur rapport ; car les deux 
triangles étant semblables, leurs aires sont entre elles comme les 
carrés de leurs dimensions homologues; soit, en appelant v^ et i'2 
les grandeurs des forces dirigées suivant les verticales des deux 
points que désignent ces lettres 



Vi a;, J 



I) "0 



JoPo 



Menons {/ig. A) une droite J'p' de direction arbitraire. 

Prenons J'Aï = J'A. Décrivons les arcs de cercle A|A', BB' 
jusqu à leurs rencontres avec la droite J'/>' et conduisons les dia- 
gonalesA|B'et A', B. Puis, prenant sur la droite 5'p' une longueur 
arbitraire J'jp, menons pp^ parallèle à la diagonale A', B elp^p' 
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parallèle à celle A| B'. On aura 



yp' ^ JTA^ ^ yk ^ Jq»; 

Donc 

i'i " yp' ' 

La résultante des forces v^ et V2 parallèles et de sens contraire 
passe en un point V placé en dehors des verticales Vt et ^2 ^t ' 
que 



d'où 


V(^, vx yp 

\vt " vt" yp'" 
Vi', _ yp 


Faisons 
en sorte que 


vxVi yp-\-yp' 
py=yp, 

\ç, _ yp 
vivt yp' 



Prenons sur la ligne J'B une longueur J'y" = ç'i ^2; joignez 
p'^q^' et menons pq parallèle à cette ligne ; on aura 

\ç^=yq. 

Nous connaissons donc ainsi la ligne d'action V de la résulta-* 
des forces i^^ et ^2', appelons V cette résultante inconnue. 

D'après ce qui précède, la résultante des trois forces Si, S2 - 
doit passer par le point Jq ou, ce qui revient çiu même, les de 
forces connues S| et S2 peuvent être équilibrées par deux for< 
dont les lignes d'action sont les verticales V et Jq, et de là résLi 
qu'on peut trouver les grandeurs de ces deux forces. 

Soit ht la hauteur d'un triangle de base / = AB équivalecR 
l'aire comprise entre le polygone funiculaire et sa corde et pos*: 
/i2= aa^ay, en sorte que /12 est aussi la hauteur d'un triangle 
base / équivalent au rectangle olqOl^PqP'^^. 

Les longueurs ht et /12 représentent les forces S| et S2 que n<: 
désignons par 1' et 2'; soient 3' et 4' les forces inconnues V et • 

Portons bout à bout (y?^. a) les forces /i|=i' et /i2= qlcloOLq= 
la première descendante à partir du point a, la seconde asc^ 
dante aboutissant en 6. 
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Prenons un pôle quelconque O et menons les rayons polaires 
Oa, 0(i'2) et 06, Oc. Puis {^fig* Ai) d'un point quelconque 4' 
pris sur la verticale de J, menons i!V parallèle à Oa, l'2' parallèle 
au rayon i' 2' ou Oc et 2' 3' parallèle au rayon 06. Joignons 3' 4' et 
menons le rayon Oco parallèle à cette ligne. On aura 



CD 



6 = V. 



Nous avons ainsi la résultante des forces v^ et s?^ proportionnelles 
aux triangles Jq^q ^^ et Joao «q. 

Pour avoir ces deux forces, prolongeons les deux côtés du poly- 
gone funiculaire aboutissant en 3' jusqu'aux verticales v^ et v^ en 
^ et iP. Joignons les points ^' et 4'' et menons le rayon polaire 
Oe parallèle à cette ligne. 

On aura 

66 = i'i et eo) = i'i. 

On voit de plus que la force s?^ est descendante. Toutes les 
aires étant rapportées à la base -9 Faire du triangle Jo^'q^q est; 
par suite, représentée par le produit 

e6 X -• 

Prenons P'^ p* = eé, cette longueur élant portée de haut en bas 
en vertu d'une remarque faite plus haut, puisque v^ est une force 
descendante. 

Le triangle a^P'oPo ^^^ donc équivalent à celui Jq po^o* Donc si 
Ton joint les deuii points Jq et ^^ et que, par le point %^, on mène 
une parallèle à cette ligne, cette parallèle coupera la verticale du 
point B au point 60, et en joignant le point h^ au point Jq, on aura 
la ligne de fermeture aoJo^o* 

Supposons à présent qu'au lieu des charges données, admettant 
le polygone aolo2o3o4o5oPo pour polygone funiculaire, on ap- 
plique à la poutre AB des forces fictives verticales admettant l'arc 
donné AJB pour courbe funiculaire. 

On déterminera la ligne de fermeture aib correspondant à ces 
nouvelles forces exactement comme on a déterminé celle aoJoéo» 

Soient y les ordonnées comprises entre l'arc et celte ligne de 
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fermeture. Si l'on pose 

M = M'— y/ 

ou 

quelle que soit la constante ^, les forces verticales Mdx et, par 

M M 

suite, des forces verticales y rf;r = jrf^ (F étant supposé con- 
stant), appliquées à Tare, admettront une résultante passant par le 
point J, puisque les forces verticales s^dx eiydx admettent de 
telles résultantes. 

Donc, pour que le centre des forces parallèles prfj? ou Mdx 
passe par le point J, il suffit que 

/ M y dx = o, 

en désignant par y les ordonnées positives ou négatives de l'arc 
comptées depuis l'horizontale du point J, ou 

qof^oydx = qsyydx\ 
d'où 

Sz\ydx 

expression que l'on construira d'après les mêmes principes que les 
expressions analogues trouvées dans les problèmes précédents. 

Supposons, pour fixer les idées, Tare ACB symétrique par rap- 
port à la verticale CD. 

Menons parle sommet G l'horizontale A^'B'^ tangente à l'arc. 

Concevons que la corde AB soit divisée en parties égales \x et 
que, par les points de division, on élève des verticales qui déter- 
minent des points correspondants dans l'arc et dans les polygones 
funiculaires (ces points ne sont pas marqués). Appelons z'^ et z"^ 
les ordonnées z'^ comprises entre le polygone funiculaire et la 
ligne «0^0 répondant à deux points de division symétriques par 
rapport à la verticale CD et de même y' et y les ordonnées de 
deux pareils points de l'arc, comptées de la ligne ab. 

Appelons toujours j' les ordonnées de l'arc comptées depuis sa 
corde AB. 
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On pourra écrire approximativement 



y = 9o 



2- 



0"*" -^o 



2 



y-^r 



.» 



y 



les sommes S s'étendant seulement à une moitié de Tare. 

Portons bout à bout des forces proportionnelles aux longueurs 

y' _U y» 

— — ;-^ en suivant les points de division du demi-arc BC de sa 

naissance B à son sommet et portant dans le sens CB" celles qui 
ont des valeurs négatives, ce qui a lieu pour les premières forces 
portées, celles répondant aux points de division placés près des 
naissances, et en sens opposé, les autres. 

Soit Po l'extrémité du polygone ainsi obtenu. Traçons le poly- 
gone funiculaire correspondant D ^ en prenant le point D pour 
pôle et pour point de départ, de sorte que le premier côté du po- 
lygone funiculaire est vertical. Prolongeons le dernier côté pp' 
parallèle au rayon polaire extrême D ^o jusqu'à sa rencontre en p' 
avec rhorizontale A'B' passant par le point J. 

Construisons de même le polygone funiculaire Dy^ des forces 

z' -4- z" 

proportionnelles à '^ • 

Le numérateur de l'expression de q étant la somme des moments 

de forces horizontales appliquées aux points de division 

par rapport au point J, on a 



^îojtio-^^CDxC'f. 



De même 



,' . *,» 



2-^^7=CDxC'p', 



d'où 



'^.t 



C'y 



Si Ton prend la dislance polaire ^o qui est arbitraire, égale à C ^', 
qu'on peut déterminer avant toute autre opération, on aura 

q = C'Y' 




l5.t l"* SECTION. — CHAP. IV. 

pour la poussée de Tare ou distance polaire du polygone des pre< 
sions. 

Soit Jq le second point d'intersection de la ligne aobo {/iff- A«^^ ^ 
avec le polygone funiculaire aolo2o3o4o5o^o* 

Projetons ce point en J" sur la ligne ab. 

Le polygone des pressions est le polygone funiculaire des fn m ■ > 

données de distance polaire q et passant par les deux points J et J ~ ' 

Remarque . — Au lieu de considérer les forces S| et Sj, 
suffit d'observer que leur résultante représente les aires positiv*— -^ 
ou négatives connues comprises entre le polygone funiculaire et li 

droite a'^^^'^. 

Si l'on divise la droite AB en parties égales, qu'on mène 1_ ^cj 
verticales correspondant aux points de division et qu'on désig 
par z les ordonnées déterminées entre le polygone et la droite a^ 
cette aire sera approximativement 

Il suffira donc de porter bout à bout des forces égales ou p 
portionnelles aux ordonnées z, de haut en bas ou de bas en ha 
suivant que le périmètre du polygone est au-dessus ou au-desso 
de la droite a'^^P'^. 

§ 486. 

CAS PARTIGULIEB 00 LA GHABIIIÈBE EST A LA CLEF. — Dans le ca 

usuel où la charnière J coïncide avec le sommet C de l'arc, les 
opérations précédentes subissent de notables simplifications : 

i" La ligne de fermeture ab de Tare est évidemment la tan- 
gente A"B" au sommet C; car, par raison de symétrie, la résul- 
tante de forces verticales •^ ' appliquées à l'arc, y étant les or- 
données comprises entre Tare et la droite A"B'', passe par le point 
G. Ceci reste vrai, même si Varc est de structure telle que I' 
soit variable. Cette droite est ainsi connue d'avance. 

2** Les points P' et y' coïncident avec ^ et y. 

3** En ce qui touche la détermination de la ligne de fermeture 
^0^0 du polygone, comme le point Jq coïncide avec Co, les tri- 
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^i^gles ^oa^Jo et 6oJoP'o ^^"^ égaux, les verticales v^ et ^2 passent 
^ u 1 de la longueur de la corde AB à partir de chacune de ses 
^:xtrémités ; de plus les deux forces (^< et p'2, proportionnelles aux 
d^U!L triangles dont nous venons de parler, sont égales, parallèles 
^ K'de sens contraires et forment un couple; leur résultante passe à 
1 ''infini. 

Mais on peut les déterminer directement. 

Il s'agit d'équilibrer la résultante des deux forces S| et S2, Tune 
pjToportionnelle à l'aire du polygone funiculaire, l'autre au paral- 
i^log^mme aoa'^po^o ^^nt le côté ol^^'q passe maintenant en Co^ 
j>skr Irois forces dont les lignes d'action sont les verticales 

^1, vty Co, 

^ac^l^sint de plus que les deux premières sont égales et de sens op- 
posés. 

-A-jppelons i'^, 2', les forces données S< et S2 et respectivement 

3' " ti' 

l^s ^rois forces inconnues dont les deux premières forment un 
coiajile. 

I^ortons bout à bout (Jlff* a«) les forces données S| = i', et 
^a =■ = 2', à partir d'un point a. Supposons, pour un instant, con- 
i^^i^s les trois autres forces, portons-les aussi bout à bout, à savoir 
^ ^*^ = 3', , puis (ùb = ^\ et ba = 5\ ; puisque les cinq forces se font 
^^^^i libre, leur polygone doit se fermer. 

onc, toute la difficulté consiste à trouver le point co. 
^«•enons un pôle O (Jig* «i ). D'un point 5'^ {Jig' A^ ) pris arbi- 
^^***€ment sur la force Go qui porte ce numéro, menons 5'^ 1'^ pa- 
''^ll^le au rayon polaire connu Oa ou 5', i',; puis 1,2'^ parallèle au 
n l '^ 2', également connu; 2', *i\ parallèle au rayon 06 qui est 
**iême connu, 3', ic\ parallèle au rayon inconnu Oco; si nous joi- 
is 4', 5'^, cette ligne doit être parallèle au rayon 06 ou 2', 3',. 
LDsi, après avoir tracé le contour 5', i',2^3^, on mènera 5^4'. 
Hèle à 2', 3',, on joindra les points 4', et 3^ et l'on mènera le 
Oo) parallèle à la ligne ainsi obtenue. On aura donc 

(7, = 6(i>; 
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par suite, le triangle éoJolSo qui serait ici 6|Cop', aurait pour aire 

. l 
6(1) X -; 

d'où 

6(1) X - = pi^ix 7 
2 4 

ou 

P'j 6i = 26(0, 

ce qui détermine la ligne de fermeture a% 6|. 

§487. 

GA8 OU I' EST TABIABLE. — Si F ne peut pas être considéré comme 
constant dans toute Tétendue de l'arc, on le divise comme il a été 
indiqué plusieurs fois en un petit nombre' de parties dans chacune 
desquelles il puisse être regardé comme constant et l'on amplifiera 
les ordonnées du polygone funiculaire et de l'arc dans les rap- 
ports i:F. Ainsi, admettons que F puisse être regardé comme 
constant de C en B et aussi de C en A, mais que dans cette dernière 
moitié sa valeur soit en moyenne les | de celle qu'elle a entre C 
etB. 

Prenons comme unité la valeur de F entre G et B. Alors, entre 
ces deux points, en appelant Zq les ordonnées du polygpne funi- 
culaire comptées depuis sa corde ao |3o, on aura 

-^0 ^0 — V 



Entre C et A, on aura 



*»() 



3 . J'o 



Les modifications qui en résultent dans la détermination de la 
ligne de fermeture ao^o sont les suivantes : 

i® Prenons {Jig. Aq) GoD'jj=|CoDo et joignons D'^^ao. La force 
descendante 84 représente l'aire comprise entre le polygone funi- 
culaire et le contour brisé jîoDoD'jjao, au lieu de celle comprise 
entre le polygone et la corde; mais, comme cette aire est remplacée 
pratiquement par les aires partielles déterminées par des ordon- 
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nées équi distantes et que la force S| est remplacée par des forces 
égales ou*proportionnelles à ces ordonnées, l'opération à faire n'est 
ni plus ni moins longue, que F soit constant dans toute l'étendue 
de l'arc ou non. 

La même remarque s'applique à l'opération suivante. 

2° Prenons aoa'Jj = |aoa^ et menons cL^h'^ parallèle à ao^o ou, 
ce qui revient au même, à a^^'^ jusqu'à la verticale du milieu de 
cette ligne. 

La force ascendante S2 représente l'aire aoa^A'oAoP'oPoDoao 
au lieu de l'aire du parallélogramme aoa^po^'o* 

3** Les verticales v^ et v^ se trouvent aux tiers de a'^, J© et de p'^, Jo 
comme étant les verticales des centres de gravité de deux triangles 
Jo^oS et JoéoP'o* ^^^ ordonnées comprises entre les droites aoéo 
et OL^^'^ ne changent pas sur la moitié de droite de la figure et sont 
à amplifier dans le rapport 3: a sur la moitié de gauche. 

Gela ne change pas la verticale v^ ; pour avoir la nouvelle verti- 
cale i^2, à partir d*un point quelconque de la verticale de J, par 
exemple, à partir de J', menons la droite arbitraire Vd^^ qui coupe 
la verticale du sommet G en rf et la verticale de l'appui B en B|. 
Prenons Drf| =|Drf. 

La verticale v^ sera celle du centre de gravité de l'aire 

J'BBirfrfiJ', 

laquelle est formée des deux triangles J'BB< et ^J'Drf ; la verticale 
de son centre de gravité ne dépend pas de l'inclinaison admise pour 
la droite J'B. De plus, le rapport des forces v^ et v^ est 

P, airoJ'BB,é/^,J' 



ou 



Mai: 



Vx Ir.AJ'ai 

ç, __ tr.J'BB,-T-{lr.J'D^/ 
tfi ~~ tr.AJ'ai 

ç. _ JJ'B X BB,-^ J J'D X D^ 
Vi ^J'A X Aai 



d'où 



BB, 
J'B 


Dd 
^ J'D 


A^i 
" J'A' 


t'î 


J'B -h 


iJ'D* 


^i 


r. 


-t 
1 
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au lieu qu'on avait dans le cas précédemment considéré 



-•• • 



^« FÂ* 



Ce nouveau rapport est facile à construire et permet de trouver 
la nouvelle verticale V, comme dans le cas où I était constant. 

4^ Les mêmes modifications interviennent dans la détermination 
de la ligne de fermeture ab de Tare. Mais, si la structure de Tare 
est symétrique et la charnière au sommet, cette dernière ligne est 
toujours A" B*^. 

5° Enfin on aura 

9 = 9o 



2¥ 

les sommes S s'étendant à tout Parc, soit 



-si -+- 1 z\ 



s 

les sommes S s'étendant à une moitié de Tare, de sorte que ce sont 

z' -k-^z" 
des forces horizontales proportionnelles à — — î— ^ et ^{y' -f- \y\ ) 

dont on construira les polygones funiculaires Dy et D^, au lieu de 

z' -\- z" v' -4- y" 
celles '^ — ^ et • " " > z'^^, y^ se rapportant à la moitié de droite 

de l'arc et z^^y^ à la moitié de gauche. 



§ 488. 

LIGNE DE POUSSÉE. — Nous nous bornerons au cas d'un arc symé- 
trique (de section constante ou variable) ayant une charnière au 
sommet. 

Soit {fig. 57, p. 455 bis) ACB l'arc considéré. 

Soient Cx et Cy les axes de coordonnées passant par le 
point C. 

Supposons un poids P = i agissant en un point quelconque G 
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d'abscisse Og = (x!] nous désignerons par des lettres accentuées 
Pes abscisses comptées du milieu de la corde et par des lettres 
ton accentuées celles comptées de Textrémité gauche A. 

Soit q la poussée que le poids P détermine. Un pareil poids placé 
lans la position symétrique G' produirait la même poussée et les 
[«ux réunis produiraient une poussée 2 y. Or, si M est le moment 

Fig. 57. 




le flexion dû à ces deux poids, M' celui qui serait produit dans la 
contre correspondante AOB encastrée en A et B, articulée en O 



elde moment d'inertie 1'= I-j-» on a 

as 



(0) 



M = M'^ 2^/, 



en changeant dans la formule générale q en 2q^ q désignant la 
poussée due à une seule des deux charges agissantes. 
Par symétrie, on a 



J-Y^ ^^'= o, f^ ^^'= ^' 
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et, par suite, 

I -p- dar= o. 

On doit en outre avoir, d'après le théorème fondamental étal )\\ 
au commencement de ce Chapitre, 



r 

ou 



/ 



dx = o 



/ -yr-ûtr — 29/ ^dx=zo, 






où les intégrations sont à faire dans toute l'étendue AB ; ou, à ca ^^«\«)^' 
de la symétrie de O à B, 

(7) 9= 7 




D'ailleurs, si p. est le moment de flexion produit par les d 

charges dans la poutre AB considérée comme simplement appu 

on a 

M =|Ji-T-A4-Bar'; 

mais, à cause de la symétrie, M' ne doit pas changer si ros^o^Hi y 
change x^ en — x\ d'où 

B = o Cl M' = fi -T- A. 

D'ailleurs, pour x'=o, on doit avoir M'=o. Si donc on 

appelle [x^ la valeur de ix répondant au milieu de la poutre^ on 

aura 

M — \L — JXy. 

Mais les réactions des appuis de la poutre AB considérée conn. :Mnc 
à appuis simples et sans articulation au milieu O sont évidemncM. ^i3Dt 
P=i. 

Donc, de x'= o à x'^= a'. 



\2 U 



et 
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Par suite : 

1° De a:'= o à a/= ol', 

|ji=jjLo=- — a' et M'=fJi— |Xo=o; 
2** Dex'=a'àx'= -, 

2 



M 



ODC 



; / / 



sr^-jyf^'r^ 






îi, à cause de (7), 



<8) ?=" 



dénominateur est une constante que nous savons déterminer, 
le nufnérateur qui varie seul avec a' est la somme des moments 

1 ^ V doc V /z£ 

relaLi-^rement au point G de forces — p— = ^^-^ — agissant à sa 
droit.^. 
D^CDù l'on conclut que la ligne de poussée AQB est encore une 

V dx V ds 

couf^ f^e funiculaire de forces '^ ., = — j— que Ton construirait 
com^^ze il a été dit précédemment, 

§ 489. 

t^QlES D'IHFLUEHGL — Si Ton considère un poids unique P= f, 
^u'on appelle M' le moment de flexion qu'il détermine en un point 
quelconque de la poutre AOB articulée en O et encastrée à ses 

jttrémités, on a 

III. 1 1 
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Au point x':= o, on a 

M = M' = o. 

Donc il n'y a pas à chercher de lignes d'inQuence relativement 
à la section C. 

Pour toute autre section, on tire de Téquation ci-dessus 

, ,. M M' 

de sorte que les portions d'ordonnées comprises entre la ligne de 

M' 
poussée et les lignes qui ont pour ordonnées —r> c'est-à-dire les 

lignes d'influence de la poutre droite correspondant à l'arc, don- 
nent les grandeurs —;) ce qui ramène le tracé des lignes d'influence 

de l'arc à celui des lignes d'influence de la poutre droite comme 

dans les Chapitres précédents. 

Il est d'ailleurs aisé de tracer ces dernières lignes. 

On a 

M'=|Ji-hA-f-Bx, 

A et B étant deux constantes à déterminer. 

Pour a '= o, on a M' = o\ donc, si jjl = |jlo est la valeur de jjl au 
milieu de la poutre, 

(lo) M'= |A — |ji,,-h Bx'. 

D'ailleurs, on doit avoir 

/ -p- x' da' = o 



ou 



C\!^:c-dr^ïif'Çd.r^o. 



A cause de la symétrie, 

donc 

f^x-dx' 
(n) B=--- 



fr ''•^' 
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OU, à cause de la symétrie, 

(II') B= î-j 

/•a;'» . 

Au numérateur, posons 

/ 

X = X 9 

a 

ce qui équivaut à prendre le point A pour origine des coordon- 
nées. 

Alors on a 



.O-^'/M'-^y 



Or, si a est Tabscisse du poids mobile comptée du point A, on a 

l—OL 

Pour ar < a [jl = — j — x 

(II-) 



se 
Pour a:>a.... ^i = j(i — x) 



Donc 



/xf^ ) / X / xlx ) 

Si F est constant, on a 

/ \LX dx 

(II") '^=-'^— S — 

et le numérateur devient, en raison des dernières transformations, 
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OU 



y \^'^'^.^^^±ii^ 



12 
~ i 

et 



B=?(— •)(-¥) 



Comme nous appelons aTabscissc du poids, comptée depi 
milieu de la poutre, en sorte que 



a = a H — > 
2 



et à cause de (10) 

a' /a'* \ 
(la) M'=fji — [Jto-ha-j ( -^ —4)^'; 

d'où 

Si, pour chaque section X' d'abscisse x\ on trace une courbe 

M' 
ayant pour coordonnées courantes a' et— 7» les portions d'ordon- 

nées comprises entre ces courbes et la ligne de poussée donnent 
les valeurs de 



répondant aux diverses valeurs de et! ou aux diverses portions du 
mobile, ce qui, comme nous Tavons vu, permettra de discuter le 
passage d'un mobile ou d'un convoi sur Tare. 

Ainsi nous n'avons qu'à chercher les lignes représentées par 
l'équation (12'). 

Comme ces lignes sont symétriques pour les sections svmé- 
Iriques, nous pouvons ne les tracer que pour la demi-poutre de 
droite, celle située du côté des abscisses positives. On supposera 
donc x'>> o. 
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Or on a 

^^ (Po«rx<«... j. = (._|)^ = (i_«')(£-t-^'). 

I Pour ir>a... [i=j(/ — a?) =1 — ^ j) { ^')- 

Pour a/= o, 

le signe supérieur convient pour a'>-o et le signe inférieur 
pour* a'<C o. 

I** Partons des lignes d'influence situées dans la demi- 
patttjre de droite où (x!> o. 

m 

Alors 



(,;5) 



Pour a/<i a'. . . |ji — |jio = ( 7 ) ^'» 

Pour ar' > a' . . . jjt — [Xq = a'— ( — h jj x'. 

M'= [Jt — îXo-*- Ba? 
Par suite, pour a'<C x', l'équation (12') donne 



Or on a 
ou 



ou 



<■«> 7=7-7a-7)h'e-T)]- 

M 
Cette équation, où a' et —, seraient les coordonnées courantes 

et a:'> un paramètre définissant une section quelconque placée 
dans la demi-poutre de droite, représente la portion de la ligne 
d^influence relative à cette section comprise entre la section elle- 
même et le milieu de la poutre. 

Pour a'> x'j les équations (i5) et (la') donnent 

, ^„ M' /i a'Wr aa'/i a'\l 
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C'est réquation de la portion de ligne d'influence située à 
droite de la section. 

La branche de gauche de chaque ligne d'influence n^est connue 
par l'équation (16) qu'entre la section de la poutre que l'on consi- 
dère et le milieu de la poutre. Il faut trouver l'équation de la por- 
tion de cette branche répondant à la demi-poutre de gauche, 
c'est-à-dire répondant aux valeurs négatives de a'. 

Et comme j:'> o, on aura nécessairement ici (/<; x\ Donc l'é- 
quation (i3) donne 

-(i-;)(h4 



pour x'^ o, 



d'où 



et 



et 



.,, /i a'\ , /a'« iNa'a 



En résumé, pour toute section X' située dans la demi-portion 
de droite de la poutre : 

i" La portion de ligne d'influence située dans la demi-portion 
de gauche de la poutre est représentée par la dernière équation; 

2® Celle comprise entre le milieu de la poutre et la section est 
représentée par l'équation (16); 

3° Celle placée à la droite de la section, par l'équation (16'). 

Observons que les équations (16') et (iG") ne dlflercnt que par 
le changement de a' et M respectivement en — a' et — M. 

§ 490. 

U6NES D'UrrLUEHGE DES EFFORTS TRANCHANTS. — De l'équation 

on tire 

f/M _ dM' dx __ dy 
^'^^ ds ~ ~dx' ds ^ ds 
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OU 

dM 

ds 

et, par celte équation, on ramène le problème des lignes d'in- 
fluence des efforts tranchants de l'arc à celui des lignes d^influence 
analogues de la poutre correspondante, comme nous Tavons fait 
précédemment. 

§491. 

ÉaUAnOIS COMPLÈTES EH ATAHT ÉftABD A LA TEMPÉBATUBE, A LA 
G0KPBE88I0I DE LA FIBBE MOTEHHE ET A L'EFFORT TRANGHAHT. — En 
reprenant les raisonnements et notations du § 483, mais appli- 
quant les formules complètes (Ai) du § 423 en ayant égard à 
l'erratum placé à la suite de la Table des matières, on trouve, au 
lieu des équations fondamentales, celles-ci : 

OÙ /==X| — JCoi f^=7i — .Ko représentent les différences des 
coordonnées des deux extrémités de l'arc et où les intégrations 
sont à faire dans toute l'étendue de l'arc ; ces formules sont vraies, 
quels que soient les axes de coordonnées employés. 

Elles permettent de trouver analytiquement le moment de 
flexion dans un arc comme celui proposé, quelles qu'en soient les 
charges. En effet, quelles que soient les charges, verticales ou 
non, le moment de flexion en un point quelconque G de l'arc a 
pour expression 

(i8) M = /n'-R(Ç-^)-7(r)-j), 

m' étant la somme des moments relativement à G de toutes les 
charges données comprises entre ce point et la charnière; R et </ 
sont d'autre part les composantes parallèles aux axes de la réac- 
tion exercée sur la charnière par la partie de l'arc ne comprenant 
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pas le point G sur celle qui le comprend. En portant cette expres- 
sion dans les deux équations ci -dessus, on obtient les valeurs des 
deux constantes R et ^ par la résolution de deux équations d 
premier degré. 

Supposons qu'on néglige les termes de l'ordre de l'effort tran — 

chant, c'est-à-dire ceux qui sont multipliés par i H — ; admettons* 

de plus, qu'il s'agisse d'un arc de structure symétrique ayant uu ^ 
charnière en son sommet G. 

Prenons {fig> 67, p. iSg) pour axe de coordonnées les axe* s 
CàX evOy . Alors, dans les équations ci-dessus, /i= o, Ç =t, = o, 
y z=^y et, en négligeant les termes spécifiés, et appelant, comme 
ci-dessus, ^, au lieu de x^ les abscisses comptées du milieu deia 
corde [x étant réservé aux abscisses comptées de l'extrémité 
gauche A), il vient 



(19) 



l o = eot/ -f- C^y ds- r^x ds, 

i 

o = / y x'ds -t- / ^ Y rfj. 



Supposons les charges verticales; on peut alors poser, comme 
précéderamenl, 

(20) M = M'-<7/ 

ou 

(21) M'=|JL-|JLo— BX', 

B étant une constante indéterminée, de sorte que M' ne dépend 
que de x^ et non de j^'; de plus, M' est proportionnel aux ordon- 
nées du polygone funiculaire des charges données, comptées 
depuis une droite de fermeture convenable^ soit 

(21'; iM'=7o-'o 

et 



(22) 










M = 


q^z^- 


-qy- 


D'ailleurs 


X- 


y 


et 


(§ 


423) 

Y = 


dx' 


dx'' 
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Portons cette expression de M dans les équations (ig), il 



viendra 



fa3) 



ais, à cause de la symétrie, 

jy^ds=o. 

cnc, la dernière se réduit à 

C7 . Inflnence de la température. — Si, au contraire, on fait 
a\>s t. faction de la compression de la fibre moyenne, le second 
e de cette équation est à supprimer, 
le se réduit à 



f25> I -Yxds = o ou j -jr xdx = 0. 



onc la ligne de fermeture ao^o ^^ polygone funiculaire se dé- 
inera comme au § 473, lorsqu'on a fait abstraction de la 
tencfc ^érature. La première des équations (28) donne alors pour la 
poi^ sjsée 



jq.. jç 



ds 



•«premier terme est celui précédemment construit; le second 
f^'^^tif àla température se trouve sans difficulté, son dénomina- 
^e^'t' ayant été construit lors de la recherche du preiïiier terme. 

f>, Infinences réunies de la température et de la compression de la 

0j>Te moyenne. — Si l'on prend les formules complètes (a3), 

o^ a> en remplaçant M' par son expression analytique (18) 

et observant que / -— ds = o et aussi / -—r- = o, à cause de 
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la symélrîe de l'arc, 
d'où 



(a8) B=- 



/T--/f 



Si Ton regarde 1'= I —r- et S'= S -^ comme constanls, la 

conde intégrale du numérateur s'effectue et est nulle, parce 
[jL = o aux deux limites de l'intégration, c'est-à-dire aux exti 
mités de l'arc. Par suite 

(28) «=-7i — rz' 

12 s 

formule très simple et où le numérateur se construit sans di 
culte; car, si z^ représente l'ordonnée d'un polygone funiculs^i 
des charges données comptées depuis sa corde, 

j jxa?' dx' = ^0 S ^qx' dx\ 

où rinlégrale est la somme des moments des forces verticale 
Zq dx' par rapport à la charnière. Elle s'obtient donc par le tracé 
d'un second polygone funiculaire. 

La première des équations (23), où M' est à présent connu, 
donne 



/îr/^- 



el, si F et S' sont constants, 

, ,, ÇM'v'dx'-^VA'lzl 
(29) 7 = ^ — f 

-i^syidx' 

Le coefficient B étant déterminé, on a la ligne de fermeture a^b^ 



telle que 
car 




ARCS 

M'= jji 


AVEC 

ivr= 
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4- Bar', 






M'=y 


o(>5o- 




B 

^0 


') 


Celte ligne a 


don 


c pour 


ordonnée 












7o 


B , 

^0 







i;i 



par suite, l'équation (24) devient 

Les intégrales sont les mêmes que si Ton négligeait la com- 
pression de la Gbre moyenne, sauf la quadrature / -^ qui n'offre 

aucune difficulté. 

Si F et S' sont constants, 



(30 q^ 



__ Çofz'^ydx'-^FA'^'zl 



1 



9 



g l -H //î dx' 



et Ton n'a pas à faire d'autres quadratures que celles que nous 
avons faites en négligeant la compression de la fibre moyenne. 

B. ARC ENCASTRÉ A SES DEUX EXTRÉMITÉS AVEC DEUX CHARNIÈRES. 

§ 492. 

FORMULE FONDAMENTALE COMPLÈTE. — Nous allons de suite donner 
la formule fondamentale se rapportant à ce cas, en ayant égard à 
la fois à la température, à la compression de la fibre moyenne et à 
Teffort tranchant. 

Soit (Jig' 58, p. 172) AB Tare encastré en ses extrémités et 
sortant deux charnières en deux quelconques de ses points J et J'. 

Prenons la droite JJ' pour axe des x et une perpendiculaire Jy 
:>our axe des y. Appelons o-, (t' les longueurs des arcs, AJ, AJ' 
ît 5 la longueur totale de l'arc AB. 



17a 
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Nous complons les arcs s depuis le point A. Nous désignons 
par x^^yo ; ^i, jKi les coordonnées des deux extrémités A et B de 
la fibre moyenne, et nous appelons \ la longueur de la corde JJ'. 

Considérons d'abord le point J comme faisant partie de Tarc^ 
AJ. La composante u du déplacement élastique de ce point parai — 
lèlement à JJ', donnée par les formules (A| ) et (rf) du § 423 en ip^ 
faisant 2^0= *'o= Ûo= o, .Çq = 0,5 = c, a' = 0,^'= o, suppriman ^ 

Fig. 58. 




les accents sous les signes d'intégration, ayant égard à Terratum 
indiqué à la fin de la Table des matières, et supposant les coeffi- 
cients d'élasticité constants, est 



u = 






(a) 



-(-;U 







Considérons, à présent, la portion JJ' de l'arc. 

La composante u' du déplacement du point J' est donnée d'a- 
près les mêmes formules du § 423 en y remplaçant Uq par u 
et fadsdini 0^0= Jq = o, X =\ y = o, 






ds 



(a') 




I r^'i dM , 



I 
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Considérons enfin la portion J'B de Tare et exprimons que, 
foxiT x^Xiyy=yi on a Û== o, w = o. 

En appelant û' la rotation de la section P, on aura, puisque 
fl = o, en B, 

puis 



r'dy 

\ I ds dM , i r' i ÔM ^ 



<«^> 



cause de la première, la seconde se réduit à 



\ I ds dM j î /• ' I ()M ^ 



l'on ajoute membre à membre les équations (a), (a'), (a"), 



^^ ci^t^ira 



(3:^> 



l o^ ^-cC^i — ^o)-^-g Tj^ 



J^ 



/ I \ / ds dM ^ i rt dM_, 



oK 



T^^'^^^^^w/i fondamentale qui permet de résoudre tous les pro- 
^*'^^^es relatifs à un arc à deux charnières, quelles que soient les 
^es verticales ou non qu'il supporte. 

§ 493. 

L6S DS L'ÉdUATIOll FONDAMENTALE. — Soit m la somme des 

^^^^^ents relativement à un point quelconque de l'arc, des forces 

**^c;lement appliquées et données qui agissent à gauche de ce 

^^^^^t, en sorte que m est une fonction connue des coordonnées 

^ J>oint considéré. On aura 

M = m -T- Mo -f- Ra? — qy^ 



L 
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Mo, R, q étant trois constantes à déterminer, à savoir : M© le m 
ment d'encastrement en A; R et ^ les composantes de la réaclio 
en ce point. 

Aux points J et J', soit pour ^ = ^' = o et pour a: = )^, r = 
on doit avoir M = o. 

Soient m© et n\ les valeurs de m en ces deux points, on aura 

o = mo -+- Mo, 

o = m'o-r- Mo 4- RX, 

de sorte que les coefficients Mo et R sont directement déterminé 
et Ton a 

(33) M = M-<77, 

en posant, pour abréger, 



J 



( 34 ) M' = m — m,-. —^ -^ x, 

M' étant ainsi une fonction connue par les seules conditions sta- 
tiques du problème. La poussée q de Tare est seule inconnue. En 
portant Texpression de M dans Téquation fondamentale, on 
trouve q par la résolution d'une équation du premier degré. 



§ 494. 

THÉORÈME FOUDAMEHTAL (abstraction faite de la température de la 
compression de la fibre moyenne et de l'effort tranchant). 

-5/; aux divers cléments ds d^un arc encastré en ses deux extré- 
mités et portant deux charnières, quelles que soient les charges 

qui le sollicitent^ on applique des forces -r, — parallèles à la 

droite qui joint les deux charnières, la résultante de ces forces 
coïncide ai'cc cette droite. 

En effet, en négligeant dans la formule (3ii) les termes autres 
que celui relatif à la flexion, on trouve 



(35) J Ëi^^^^^^' 



qui exprime la proposition énoncée et qui s'appliquerait même 
si E était variable. 
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M 



î est constaDl, le théorème s'applique aux forces -r-rf^; si I 



dx 



istant, il s'applique aux forces Mrfs, et si 1'= I-^ est con- 
ii s'applique aux forces Mrfa:. 



§ 495. 

ERGHE GRAPmaïïE DE LA POUSSÉE ET DU POLTftOHE DES PBESSIOIS. — 
: (yî^. 59) AJJ'B l'arc considéré, que nous supposons sou- 
des charges verticales quelconques. 




islruisons un polygone funiculaire quelconque aoloSoSo^o ^^o 
» charges. 

cnl Jo, J'(j les points où les verticales des charnières coupent 
ygone-, la droite a^b^ qui joint ces deux points est la droite 
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de fermeture de ce polygone, de même que celle ab qui joint 1< 
charnières est celle de l'arc. 

Soient respectivement zj, et^' les ordonnées positives ou nég~ 
tives du polygone funiculaire et de Tare comptées depuis lei 
lignes de fermeture respectives. Si Çq est la distance polai 
arbitrairement choisie du polygone ao^o) on aura 

Or, on doit avoir 



Soit 



f 



1 



ds = o 



d'où 



gojj- y ds - ^J^ d^ = o> 

que Ton construira comme dans le problème relatif à Tare à de 

charnières fixes, en observant seulement que les forces -^ et 

sont ici, les unes d'un sens, les autres de sens opposé, suivant q 
les z'q et y sont positives ou négatives. 

En divisant l'arc en parties égales A5, on aura 

les sommes S étant étendues à l'arc entier. 

Si l'arc est de structure symétrique et les charnières symétrique- 
ment placées par rapport au sommet de Tare, on aura 




V^ £o_-^ ^0 



fj = qo 



. ^ 



s-;- 



les sommes s'étcndanl seulement à une moitié de l'arc et ^ . z 
étant les ordonnées répondant à deux points de division symétri- 
quement placés par rapport au sommet. 
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1 peut, pour plus de commodité, amplifier toutes les ordon- 
y dans un même rapport sans que la poussée en soit modi- 
comme on a amplifié les^ dans la recherche analogue relative 
c posé sur tourillons fixes. 

§496. 

rlEDE POUSSÉE. — Bornons-nous, pour simplifier les écritures, 
is usuel d'un arc de structure symétrique ayant deux charnières 
triquement placées par rapport au sommet C de l'arc ^fig> 60). 

Fi g. 60. 




"enons la ligne des charnières pour axe des x et la verticale du 
ïnet pour axe des y^' , 

^ q est la poussée produite par une charge P = i , a^r sera la 
issée produite par cette charge et sa symétrique, et l'on'aura 

I M'=;JL— ;-ro, 

ant le moment de flexion que ces deux charges produiraient 
III. la 
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sur la poutre à appuis simples AB et [x^ la valeur de [x pour 

Xq désignant l'abscisse de la charnière J' située du côté de 
positifs. 
Par suite 

(37) M = IX — fxo — ay/. 
On doit avoir 

(38) r^ds=zo, 

et, comme tout est symétrique (charge et arc), il suffit de £" 
l'intégration sur la moitié CB de Tare. 
D'où 



(39) g = 



■/^ 



ds 



les intégrations étant faites de C en B. 

On a, si (x! est l'abscisse de la charge P = i qui agit en G : 

( 1° Pour X <, oi' (X = a, 

(4o) 

1° Pour j- > a' u = X. 

2 

Ceci posé, la ligne de poussée cherchée est évidemment symé- 
trique et il suffit de la tracer pour le demi-arc CB. 

Mais elle comporte ici deux branches distinctes. Tune entre la 
naissance B de Tare cl la charnière J', l'autre entre la charnière et 
le sommet de Tare. 

a. Portion de la ligne de poussée comprise entre la naissance B et la 
charnière J'. — Supposons le point G où agit le poids compris entre J' 
et B, soit Xy < a'. Alors (Xq est donné par la première des équa- 
tions (4o) 

fXo = a'. 
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Donc : 

I® Pour a? < a' [i — fio=o 

2* Pour a: > a' [i — fio= a' — x 



J (l^-f^)^^=y (Hi-Hto)f c?^ 





/ 



= r (K-Ko)yC^3r= r (a'-x)^^x; 



où, pour cette branche de courbe, 



il) 



(a'- r) ~rfx 

^' * 

/ 



Si ron construit une courbe funiculaire des charges ^dx tan- 
gente en B à la ligne BA et d'une distance polaire évaluée comme 
dans tous les problèmes précédents, on aura la branche de courbe 
dont il s'agit. 

h> Portion de la ligne de poussée comprise entre la charnière et le 
sommet de Tare. — Supposons le poids P = i en G' entre J' et G, 
en sorte que x^ > ol'. Alors jXq est donné par la seconde des équa- 
tions (4o) et Ton a 

/ 

Donc : 

1® Pour X < i\ [x - (Xq— Xq a, 
2** Pour xl- 7.'y [JL — jjlq - «ï'o ■'■• 
Par suite, 



/ (k — f^)l7^^ / ^^ - Ko) 77 ^J^-^ / (K -Ko)77^/-r 



= / (xo- a') j-t/jr-» / (xo-x)^dj^ 
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OU 



' / 






Donc 



/ i7:--x)-j-dx 



(41 i«) y = ^ ^— j 

«-0 « O 

7 

C'est réqualion de la nouvelle branche de courbe. 

Pour a'= jTq, les deux branches ont la même ordonnée, coir 
cela doit être. 

Le premier terme est le même que le second membre de l'é 
tion (4i)* 

Le second est Tordonnée d'une droite passant par le poi 
projection de J'. 



Posons 



71= S — 






Ç^cU 



Le dénominateur est Tordonnéc du centre des forces hori2io>n- 
taies j7 rfj:= .-rf^ appliquées à Tare, qu'on connaît par la c:o>n- 
struction du polygone funiculaire qui sert à déterminer 



/"4 



2 
dx. 



SoitTjo celte ordonnée; on aura 



<7,= -—(a'— .ru). 
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Concevons que Ton coDstruîse cette droite, représentons-la par 
/^ Ai, Construisons, d'autre part, la courbe funiculaire représentée 
f^£bT Téquation (4i) non seulement dans la partie y'B où elle est 
lable, mais jusqu'à sa rencontre avec la verticale du sommet. 
Ire y et D les ordonnées de cette courbe comptées depuis la 
"oite fournissent la poussée. 

Si Ton porte ces ordonnées à partir de BD, on aura la courbe 
JH, et la ligne de poussée sera formée par les deux courbes By" 
/H. 
Elle est symétrique dans la moitié de gauche de l'arc. 

§ ^97. 
UfilES D'IHFLUQIGE. — Comme précédemment, à l'aide de la for- 

M = M' - qy\ 

^^r^ ramène le problème des lignes d'influence de l'arc à celui des 
lîgnes d'influence d'une poutre AB encastrée à ses extrémités cl 
^x^liculée en y et y'. 

Mais ces dernières lignes sont ici des droites que l'on détermine 
Psfcr les seules règles de la Statique. 

In eflet, dans la poutre AB encastrée en ses extrémités et arli- 
^^^lée en y et y' : 

1° Si un mobile parcourt la partie By', il est évident qu'il ne 
pï*c)duii un moment de flexion que sur les sections situées à sa 
^^oiie et non sur celles de gauche, comme si la poutre By' exis- 

t seule encastrée en B et libre en y'; 

2° De même, si un mobile parcourt Ay, il ne produit pas de 
ornent de flexion sur les sections situées à sa droite; 

3^ Si un mobile parcourt la partie in termédi aire yy', il est clair 
^^^il produit en y et f les mêmes réactions que si ces points 
^ Paient fixes. 

Ceci posé, considérons une section X située entre B et y'; on 
^^it supposer un mobile parcourant la poutre et à partir de cha- 
cune de ses positions porter une ordonnée proportionnelle au 
^^oment de flexion M' qu'il détermine dans la section X ou plutôt 

& . M' 

^Sale au quotient -y y y étant l'ordonnée que la verticale X déter- 



Js 
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mine entre l^arc et l'axe des Xy ce quotient étant construit à V^ 
même échelle que les ordonnées de la ligne de poussée. 

Or, quand le mobile parcourt la portion BX, en vertu de la re- 
marque i^, il ne produit pas de moment de flexion en X; cette 
portion de la ligne d'influence coïncide donc avec Taxe des at- 
scisses BX. 

Quand le mobile de poids P == i est arrivé en y', il produit da.ns 
la section X un moment de flexion 

Px/X=/X. 

Donc en f on doit porter en ordonnée le quotient "^-^ à 1 

chelle ci-dessus indiquée. Soit/ le point obtenu. Entre y' et X, 

ligne d'influence est la droite /X. 

Quand le mobile parcourt Ay, en vertu de la remarque 2**, il 

produit pas de flexion en X; donc il n'en produit pas quand il e 

en y ; par suite, la portion de ligne d'influence entre y' et y est 

droite// et entre y et A c'est l'axe des abscisses. 

La ligne complète est 

BX/yA. 

Supposons une section X| comprise entre y et/. 

Pendant que le mobile est entre y et/, en vertu de la remarq 
3", la ligne d'influence est la même que si la poutre y/ était 
appuis simples. 

Prenons donc (§ 303) y ç =y X| ; joignons /Ç qui coupe la v 
licale X| en x\. Le moment de flexion produit en X| quand 
mobile passe en ce point est représenté par X| j;'^ ; c'est donc 

\ r' 

(|iiotient ' \ ' ? où y' est l'ordonnée de Tare répondant à la ver 

cale X| qu'il faut porter. Soit X|.r| cette ordonnée, la portion 

ligne d'influence comprise entre y et/ est j x^f^ 

D'ailleurs, en vertu des remarques 1° et 2", les deux autres p 

tions coïncident avec l'axe des abscisses, en sorte que la li 

complète est 

B/:r,yA. 

On trouverait aussi facilement les lignes d'influence d'efl<i 
tranchants auxquelles on ramène les lignes analogues concern 
l'arc. 
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C. ARC ENCASTRÉ A UN BOUT, POSÉ SUR TOURILLON FIXE A L'AUTRE 

ET PORTANT UNE CHARNIÈRE. 



§ 498. 

Si, dans les formules et théorèmes généraux relatifs à l'arc en- 
castré aux deux bouts avec deux charnières, on suppose Tune des 
charnières infiniment voisine de Tune des extrémités de l'arc, on a 
Tare encastré à un bout, posé sur tourillon à l'autre avec une 
charnière. 

Les problèmes relatifs à cet arc ne forment donc qu'un cas par^ 
iiculier de ceux résolus dans la partie B de ce Chapitre. 
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DEUXIÈME SECTION. 



CTIOXS EXERCÉES PAR DES FORCES NORMALES AU PLAN DE LA 
FIBRE MOYENNE, PARTICULIÈREMENT PAR LE VENT SUR LES OU- 
VRAGES FORMÉS DE FERMES EN CHARPENTE. 



CHAPITRE V. 

ACTIONS EXERCÉES PAR DES FORCES NORMALES AU PLAN 

DE LA FIBRE MOYENNE. 

§ 499. 

rORSIOI ET FLEXIOI EN 6É1IÉBAL. — Considérons (/ig. a, p. 186) 
^ pièce à fibre moyenne plane ou gauche AB et deux sections 
::*males faites en deux points infiniment voisins G et G' définis 
::* les arcs AG = 5 et AG'= s -\- ds, comptés depuis une origine 
^ A. 

^ous supposons toujours la courbure de la pièce assez faible 
:». r que toutes les portions de fibre comprises entre les deux sec- 
ns puissent être considérées comme sensiblement égales entre 
-s et à ds. 

!^oient GÇ, Gtj et GÇ trois axes rectangulaires menés par le 
»3t G, Tun GÇ tangent à la fibre moyenne, les deux autres quel- 
^ ques; mais nous verrons que le plus commode est de les choi- 
coïncidant avec les axes principaux d'inertie de la section de 
jDièce en G. L'axe G^ est supposé perpendiculaire au plan de 
igure. La section TiG^ est rabattue sur le plan de la figure au- 
ir de la normale Gr, et son rabattement transporté parallèle- 
:tit à lui-môme (yî^. a'). 

iTout déplacement infiniment petit de la section G' relativement 
^ section G regardée comme fixe peut être remplacé par trois 
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translations parallèles aux axes GÇ, Gyj, G s et trois rotatiotis 
autour de ces mêmes axes. 

La rotation autour de la tangente GÇ se nomme une iomorv; 
l'angle de cette rotation mesure la grandeur de la torsion et. se 
nomme Vangle de la torsion. 



Fig. a'. 



Fig. a. 




La rotation autour d'une normale quelconque Gt) à la fibre 
moyenne se nomme une flexion; Tangle de cette rotation se 
nomme Vangle de la flexion et l'axe Gv) de la rotation se nomme 
de môme Vaxe de la flexion. 



§ 5(X). 

RELATIONS ENTRE LES FORGES EXTÉRIEURES ET LES FORCES ÉLASTiaUES. — 
La partie AG de la pièce doit être en équilibre sous l'influence 
des forces extérieures y compris les réactions des appuis, s'il v en 
a, qui la sollicitent et des forces élastiques exercées dans la sec- 
lion normale viGs par la partie de la pièce située à la droite de 
cette section sur celle située à sa gauche. 

Donc, les forces élastiques exercées au contraire, par la partie 
<le gauche sur celle de droite, forces que nous conviendrons de 
considérer, et les forces extérieures agissant sur la partie AG, 
sont deux systèmes équivalents, c'est-à-dire ayant mêmes sommes 
de projections sur un axe quelconque et mêmes sommes de mo- 
ments relativement à un axe quelconque. 
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En particulier, cela a lieu pour les trois axes GÇ, Gtj, G^. 
Nous désignerons respectivement par 

et par 

Mç, Myj, Mi; 

les sommes des projections sur les trois axes dont il s'agit et les 
sommes des moments, relativement à ces axes, des forces exté- 
rieures agissant entre la section G et Textrémité gauche de la 
pièce. 

Nous allons chercher les six sommes analogues pour les forces 
élastiques que la partie AG du corps exerce sur la partie GB et 
les égaler aux précédentes. 

§ 501. 

DÉPLACSMEnS BELATIFS D'UHE SEGTIOI PAB BAPPOBT A UHE SEGTIOH 
UIFlilMllMT V0I8IHE DUS A DES FOBGES DOHlltES dUELGOmUES. — Soient 

les trois translations de la section G' parallèlement aux trois axes 
Gç, Gt,,GÇ qui se produisent (§ 499) dans le mouvement de cette 
section relativement à celle G considérée comme fixe. 

La première développe en chaque point G' ou plutôt dans une 

fibre ce (/ig* ci) de longueur ds et de section t une force élas- 

Xp 
tique proportionnelle à l'allongement ^ par unité de longueur et 

à la section 7; soit 



as 



E étant le coefficient d'élasticité longitudinale de la matière. 

Supposons, pouriîxer les idées, que Xç soit positif, c'est-à-dire 
que la fibre considérée s'allonge ; la force à appliquer en G' sera 
dirigée dans le sens GÇ ou positive : c'est celle qu'exercerait la 
partie de droite du corps sur la partie de gauche; celle que nous 
considérons étant de sens contraire sera 

0) -E^^. 
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Toutes les forces analogues exercées ainsi sur les divers éléments 
0- de la section r^G^ étant parallèles à Taxe G^, leur résultante est 
égale à leur somme, soit à 

S étant l'aire de la section transversale. De plus, la force appli- 
quée à chaque élément o- étant proportionnelle à cet élément, leur 
résultante passe par le centre de gravité G de la section. Donc elle 
est dirigée suivant GÇ, et son moment relativement à chacun des 
axes GÇ, Gr^, GÎJ et par suite aussi la somme des moments des 
forces (i) par rapport à ces axes sont nuls. 

On verrait de même que les translations X^j, \ font naître des 
forces élastiques respectivement parallèles aux axes Gr,, GÇ et 
égales à 

as as 

G = ^E étant le coefficient d'élasticité transversal de la pièce. 
Elles admettent les résultantes 



as 



et 

(c, -G^;S 

dirigées respectivement suivant les axes Gr, et GX eux-mêmes et -3 
ayant, par suite, aussi des moments nuls relativement aux trois axes. - 
Soient, de même, 

les angles des rotations autour des axes. Nous supposons les ro- - 
tations et les moments comptés positivement dans le sens des ^ 
flèches, soit de r^ vers Ç, de ^ vers ^ et de s vers r,. 

Une rotation toç imprime au point C un déplacement normal à 
Taxe G 5, égal à rw^, r étant la distance du point G à l'axe ou, ce 
qui revient au même, la distance CG (,/?^. ci'). 

Ce déplacement se projette en vraie grandeur suivant une pe- 
tite ligne Ce perpendiculaire au rayon CG. Il fait naître une 



r 
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fotrc^ élastique égale à 

Gx JX — r^> 
as 

ctt^^t^é en sens contraire du mouvement. Toutes ces forces for- 
m^jrm C un couple; car, si l'on considère le point C\{Jig- a') symé- 
lT\cg^m. < de C par rapport au point G, il y naîtra une force élastique 
égsi.1-^ ^ parallèle et de sens contraire à la précédente. 

K 1 x:*ésulte de là que les sommes des projections de ces forces sur 
les t>M:*ois axes sont nulles. 

I-*^s sommes de leurs moments sont aussi nulles relativement 

au-^ sfcxes Gt), G^, puisque toutes les forces considérées sont dans 

le ç^lsiinr^GÇ. Il suffit donc de chercher la somme de leurs moments 

P^^^ «•apport à l'axe GÇ. Or, puisque la force est dirigée en sens 

coï^ t-»»aire du déplacement, son moment est 

— Gff— r^ X r = — Gtir»—', 
as as 

et 1^ somme des moments pareils est 

(is as " 

eix désignant par Iç le moment d'inertie polaire de la section G. 

*--^s rotations coyj et wç donnent lieu à des déplacements longitu- 
^^^a.iax tous parallèles à Taxe G Ç. 

^c>ient r, et tj les coordonnées du point G. 

■--•^ rotation w; produit un allongement de la fibre CC' {J!g> a), 
'^^Pï'^senté par 

a)j;xr,, 



r - 

^*^*^»it naître une force élastique 



— Etix -^ 



(orX r, 



ds 



^elle <i)yj produit un allongement positif ou négatif représenté 



— wr.xî;, 



^^^ant naître une force élastique 



as 



Vf 



190 a* SECTION. — CHAP. V. 

de sorte que la force élastique totale résultant des deux flexions _ 

est I 

E I ^^ 

Toutes ces forces forment encore des couples, puisque pour le 
point symétrique C| de celui C i^fig* a!) relativement à Porigine 
des coordonnées, c'est-à-dire pour le point dont les coordonnées 
sont — Tj et — Ç, on aurait une force égale, parallèle et de sens 
opposé à la précédente. 

Donc les sommes de leurs projections sur les trois axes sont 
nulles ; il en est de même des sommes de leurs moments relative- 
ment à Taxe GÇ, puisqu'elles sont parallèles à cet axe. Il suTfil 
donc de chercher les sommes de leurs moments relativement aiAx 
deux autres axes. 

Relativement à Taxe tj, le moment de la force t est, d'après les 
conventions sur les moments positifs, 

et la somme des moments de ces forces, par rapport à Gr^, est 

Mais, si les axes Gr,, G Ç sont dirigés suivant les axes principa. 
d'inertie de la section transversale, on a 

et, par suite, la somme cherchée est 

en désignant par \ le moment d'inertie de la section de la pif^ --— t=cc 
relativement à Taxe 2)rincipal Gr,. 

On montrerait de môme que la somme des moments des fort — es 
élastiques relativement à l'axe principal G'C est 

Iç étant le moment d'inertie de la section relativement à cet a_ — Jte. 

En résumé, les sommes des projections des forces élastiq_ —^^cs 

développées dans une section G sur la tangente à la fibre iiiiijr ^ inr 
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au point G et sur les axes principaux d'inertie de la section sont 
les expressions (a), (6), (c); les sommes des moments de ces 
farces relativement aux mêmes droites ont les expressions (a'), 

I^ar suite (§ 500) nous avons, entre les forces extérieures et les 
six. éléments ^Ç))^» \\ Ci)ç, (Ov^, to^ du déplacement élastique d^une 
sect^îon relativement à une section infiniment voisine que ces 
foroes déterminent, les six équations 

as 



(^) 






Me-~ 



GA/î .-, 



ds 
GX:; 



ds 

G tôt 
ds 



S, 



h 






Mç 



ds 

Eio; 
'di 



1 



La force N est la compression de la fibre moyenne ; les forces IV,, 
*• K sont les composantes de Teffort tranchant, c'est-à-dire de la 
ï^osixltante de translation des actions élastiques tangenticlles. 

Le couple dont le moment est Mç se nomme le couple de tor- 
^'^^i . Les couples Mr, et Mj; sont les deux composantes du couple 
^^ flexion. 

On tire des équations précédentes 

I T^ 

- G f '^'' 

-^ds 
GI^ "^'^ 

El, ""'^ 



U') 



\ 






Mr 



El; 



dsy 
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qui fournissent les éléments des déplacements élémenlaîres pro- 
duits par les forces données. 

§ 502. 

APPUGATIOI A UR FltCE A FIBBE MOTBOB PLAB R 
HUE A DES FORCES lOBMALES A SOI PLAI. — Considérons, en pntî. 
culicr, une pi<;ce à fibre movcnne plane comme celles que mm 
avons étudiées précédemment, c'est-à-dire symélricjuc par rapport 
au plan de la (ihrc moyenne; seulement, au Heu delà supposer 
soumise uniquement à des forces situées dans ce plan, noosk 
supposerons soumise aussi à des forces normales à ce plan. 

A cause de la symétrie, les axes principaux d' inertie G,, et Gj 
(/ig. a et «', p. i86) sont, le premier, situé dans le plan de la fibre 
moyenne, el le second normal à ce plan. 

Or les forces extérieures normales au plan de la fibre moveDoe 
ont évidemment des projections nulles sur les axes Gi, Gr^etdes 
moments nuls relativement à Taxe G!^; donc les trois grandeors 

(les équations (a') ne dépendent que des forces situées dans le 
plan de la (ibrc moyenne et ont la même signification que celles 
désignées précédemment par les lettres 

N, T, M. 

Au contraire, les forces silures dans le plan de la fibre moyenne 
ont (les moments nuls relativement aux axes GÇ, Gr, et des pro- 
jections nulles sur Taxe G^, en sorte que les quantités 

T:, M., M^ 

ne dépendent (jue des forces normales au plan de la fibre 
movcnne. 

Donc, une pièce comme cell(^ dont il s'agit est soumise à des 
forces dirigées les unes dans le plan de la fibre moyenne, les 
autres normalement à ce plan*, chacune de ces deux espèces de 
forces produit les mêmes (lé|>lacements que si l'autre n'existait pas. 

Les forces situées dans le plan de la fibre moyenne ne pro- 
duisent que les translations a$, Xyj et la rotation co;, c'est-à-dire des 
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c/ép lacements qui laissent la fibre moyenne plane; ce sont les dé- 
p/ac emenls que nous avons étudiés précédemment et sur lesquels 
nous n'avons pas à revenir. 

IL-cs forces normales au plan de la fibre moyenne ne produisent 
qxi^ la translation \ et les rotations wç, co^, c'est-à-dire des dépla- 
cenrMenls tous normaux à ce plan. Ce sont ceux que nous allons 
en^vîsager. 

-Auprès avoir ainsi étudié séparément les effets des forces situées 
<laris le plan et de celles normales au plan de la fibre moyenne, il 
sia€*iîra d'ajouter ces effets pour avoir ceux dus à la coexistence de 
c^s deux catégories de forces. 

I -es forces situées dans le plan de la fibre moyenne étant sup- 
posées nulles, on a 

'i t 

^ ^ -» par suite, les équations (2') du § oOI donnent 

II n'y a pas de déplacement de la fibre moyenne dans son plan. 
L*es équations (a'), si Ton appelle S, au lieu de M^, le moment 

^<? l-orsion; Ob, au lieu de Mr,, le moment de flexion autour de la 
^Oï^jîialeGr, à l'arc, se réduiront à trois 

^ ^ > / w? = — -p:rr ^^' 

"t 

§503. 

l^lgpLAGEMEHTS ET ROTATIONS ÉLASTiaiJiSS ABSOLUS DUS A DES FORGES 

|[^^^ilnb», NORMALES AU PLAN DS LA FIBRE MOYENNE. — Rapportons 

I> résent Tare donné à trois axes /ixes de coordonnées dont 

^Ux Ox, Oy {fig- 61, p. 194) situés dans le plan de la fibre 

^^'enne, et le troisième G 5, non représenté, perpendiculaire à 

^ plan. Nous compterons les rotations et moments relatifs à ces 

^^s positivement des y vers les x^ des x vers les z et des z vers 

j • 

III. i3 
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Soient X et y les coordonnées d'un point quelconque G de Is 
fibre moyenne; par ce point, menons deux axes Gx, Gy parai, 
lèles aux axes fixes Ox^ Oy. 

Soient Q la rotation de la section G due à la déformation éla 
tique de Tare sous Tinfluence des forces normales au plan de 
fibre moyenne; Ûj-, û^ les composantes de cette rotation auto 
des axes G^, G_^, et soit iv le déplacement élastique du point 
lequel est nécessairement normal au plan de la fibre moyenne. 

Fig. 6i. 









a> 



£^1 



le 



Soient G' un poinl de la fibre moyenne compris entre A et 
défini par Tare AG' = s' ; G', un point infiniment voisin de G'. 

Nous désignerons par des lettres accentuées ce qui concern 
point G'. 

Menons par ce point les axes G'ç et G'r, tangent el norme* ^ '* 
la fibre moyenne, les y/ positifs étant comptés dans le sens de? ^^ 
normale positive, c'est-à-dire telle que la normale G'?; qu'on o*^' 
tient lorsque le point G' coïncide avec le point de Tare dont *^ 
normale est parallèle à l'axe fixe Oy ait pour sens celui de3 ^ 
positifs. 

Les déplacements du point G'j relativement à G' se compos^**^ 
d'une translation )/r normale au plan de la fibre moyenne ou p^" 
rallèle à Taxe des z et de deux rotations élémentaires w'^, o)^ dot>^ 
les valeurs sont fournies par les équations (3) où Ton accentue i^^ 
seconds membres. 
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lenODS par le point G' des lignes G' j?, G'j^ parallèles aux axes 

s. 

.a droite G'ç fait avec les axes des angles dont les cosinus 

t 

ds' ' ds' ' 

ormale G't) fait avec ces mômes axes des angles dont les co- 
ls sont 

"^ ds'' '^ ds'' 

tais, comme pour la normale parallèle à Taxe des y on doit 

r, d'après nos conventions, ± -rj =-|-i, ce sont les signes 

érieurs qu'il faut prendre, et ces cosinus sont 

_^dy_ dx' 

ds' ' '^ ds'' 

soient Cl)' la rotation de la section Gj relativement à celle G' sup- 
ée fixe; cu^^, w' ses composantes suivant G[p, G^ et w'^, tù^ ses 
iposantes suivant G'^, G'^j. On a 

, , dx' , dy' 

CJt. = (Op —r-r — (O 



'X 



, , dy , dx' 

en vertu de (3), 



/ - /_ -^ f'i' ^ J^ '^y.\ ^.' 






(1) 



-•haque section G'j éprouve ainsi une rotation autour de sa 
^iiïc en entraînant avec elle la section G. Donc, pour avoir 
^gle total de la rotation de la section G, il faut composer toutes 
ï*otations co' des sections G'j comprises entre A et G, et de 
^e, pour avoir le déplacement total w du point G, il faut com- 
^^i* les déplacements qu'il éprouve par suite de chacune de ces 
étions et par suite de chaque translation Vr . 
^r, toutes les rotations co^, étant parallèles, se composent en une 
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seule égale à leur somme; de même pour celles o)^. Si donc o 
appelle /7o) Ço l^s rotations d^une section Gq et que Ton compte l^^s 
arcs depuis cette section, la rotation totale û de la section G ?=>< 
compose d*une rotation Qx autour de Gj et d'une rotation û^ a 
tour de G^', ces rotations ayant respectivement pour valeurs 



D'autre part, le déplacement qu'éprouve le point G, par su 
d'une rotation élémentaire w^ autour de G' x, est 

Celui qu'il éprouve, par suite d'une rotation autour de G'/', 

Ces déplacements, étant l'un et l'autre perpendiculaires au p» ï «sn 
de la fibre moyenne ou parallèles à l'axe des 5, s'ajoutent. 

On doit d'ailleurs y ajoulerle déplacement Xr dû à la translati <z» u, 
de sorte que le déplacement élémentaire total que subit le point, CTr. 
par suite du mouvement de la section G'j, relativement àecî^l'c 

G', est 

À'^ — {m',.( V — r' ) — im\\x — x' ). 

Il faut faire la somme de tous ces déplacements pour tous I^"' 
points Ci' compris entre A et G et y ajouter celui dû au dé|>ï*'- 
ccment de A. Ce dernier se compose d'une translation parallc*!^^ 
Taxe des z que nous appellerons w^ et des rotations /?o? ^o? ce q"' 
donne pour le point G un déplacement 

Par suite, en remplaçant A;, (o^,, toy par leurs valeurs, le dép^^' 
cément total ^v du point G sera 

! ,rc?,[îo-.-.v-:g(.-.')j..-(^i^. 
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En composant les rotations Qxj û^ autour des axes Gj:, Gy^ on 
ïursk une rotation Û autour d'un certain axe situé dans le plan de 
1 fîLre moyenne; cette rotation Û et la translation w forment le 
^|3 lacement total de la section quelconque G. 

XI>ansles expressions de û^c et û^, on peut supprimer les accents 
e^ lettres qui entrent sous les intégrales définies qui forment 
•s> seconds membres. 

H>ans l'expression de çv, on peut faire sortir x et y des signes 
'i x:^ tégration et supprimer ensuite les accents sous les intégrales 
é£l nies. Par suite, on voit facilement que les équations (4) et (5) 
cvîennent 



I 



r' I l^ dx ^ cly\. 



û,= 



r' ^ / dy dx\. 

A.U lieu des composantes X et (? des couples de flexion et de 
torsion, c'est-à-dire, au lieu des sommes des moments des forces 
extérieures comprises entre A et G, relativement aux axes Gtj et 
^Ç, nous introduirons les sommes des moments de ces forces re- 
lativement aux axes de direction fixe G;r, Oy, 

Soient X et Y ces sommes de moments. 

Cinaura, d'après la théorie des couples 

( G- X— -^Y^, 
/->v \ ' ds ds 



( 



ds ds 



ar suite, les équations (6), après substitution et à cause de 



i 



(8) 
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deviennent 



''-'-/>,--/(di-,-^)(4r-''t)l^. 






Si Tare est très surbaissé, -r est voisin de l'unité et -y- ti^^s 

' ds as 

petit. Les derniers termes sont donc alors très petits. 

Même pour un arc peu surbaissé, puisque, dans les éléments ^3^ 

l'intégrale, entrent les produits -j- "^ ^^ \-^) ^^ grandei»- ^^*s 

moindres que l'unité, ces termes sont notablement moindres q^-^*^ ^ 
les autres. Ils sont relativement à ceux-ci comme sont les ternm ^^s 
de l'ordre de l'effort tranchant dans les problèmes précédemm^ -mzzmI 
étudiés. Si on les néglige, ainsi que le terme provenant de l'effci^ tI 
tranchant Tj;, on aura 



' Y 



I'^^'"' 



(8') a,=^-q,-f^ds, 



§ 504. 

APPLICATION A UN ABC ENCASTRÉ. — Si l'arc est encastré à son -^ï" 

t rémité A, on aura 



Si la seconde extrémité est aussi encastrée, on aura pour C5^^^^'^ 

extrémité 

Qx =: o, Qy= o, w = o. 



)) 



ACTIONS EXERCÉES PAR DES FORCES NORMALES. I99 

Si Ton emploie les formules exactes (8), il viendra, les inté- 
rations étant effectuées dans toute l'étendue de l'arc, 

-A^-/(oV.t,)(4r-''s)È*=». 

/(H-,'-Bn-^)''-/BT''' 
/(4-Ël.)[i'"-''^>S-<^-''^)t]S''-<'. 

§ oOo. 

ritOBiaiE rOHDAHEnAL BELATIF AUI ARGS encastrés. — Si l'on se 
me aux formules approchées (8'), celles (9) deviennent sim- 
îment 

>€i ce théorème : 

S(, aux divers éléments d'un arc encastré à ses extrémités 
soumis à des charges normales quelconques, on applique 
s- forces fictives situées dans le plan de la fibre moyenne et 
^^t les composantes parallèles aux deux axes de coordonnées 
-dit pour expressions 

^ forces se font équilibre. 

f^ans cet énoncé^ X e^ Y représentent les sommes des mo^ 
'Hts relativement à deux parallèles aux axes de coordonnées 
-nées par l'élément ds, des charges qui agissent réellement 
^ rare entre l'élément ds et l'appui gauche de l'arc, y corn- 
as la réaction de l'appui. 
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de ce plan. Comme d^aîlleurs les arcs et, par suite, les charges ou 
pressions horizontales produites par le vent sont symétriques par 
rapport à la verticale du sommet de Farche, nous nous trouvo'ns 
dans le cas 6 du § 507 et la recherche des forces élastiques ne cent- 
porte qu\ine seule inconnue : le moment de flexion 3K»^ dan» la 
section faite en ce sommet. 

Il suffît donc de s'occuper d'une moitié de l'arche. 



a. Représentation dei pressions produites par le vent. — On co 
mencera par évaluer les pressions produites par le vent. A <:^d 
effet, on divisera l'arc exposé en un certain nombre de parties; le 
plus simple est de prendre les parties égales ou inégales déterancsi- 
nées par les panneaux qui forment le contreventement. 

Ainsi soient en plan {Jig- A, PL XL) CoB«, C|B| les fibxr^s 
moyennes des moitiés de droite des deux arcs, en sorte que CZ^e 
et C| soient les projections horizontales de leurs sommets, et Bo^ I^i 
leurs naissances. 

Supposons que ces deux arcs soient reliés par des pièces <^^ 
contreventement formées par huit ' panneaux en croix de saii nt 
André, projetés en CoC| i i", i 1^22*, etc. 

Admettons, par exemple, que le vent souille dans le sens dt? '^ 
flèclic, en sorte que c'est Tare CqBo q"* ^^^^ directement expo=^*^- 
On appliquera en chacun des points i, 2, 3, ..., - une fox'*^^ 
égale à la résultante des pressions du vent sur les surfaces ci ^^^ 
deux demi-panneaux conti|;j;us cl au point Cq ou o une force ég^^*-^^ 
à la pression exercée sur la moitié du panneau CoC| i 1". 

On obtient ainsi les forces dont les lignes d'action sont dirig'^ ^^ 
suivant C„C, 1 1", î>.2'', etc., et (pie nous appelons les forces 0-. 
•^ *i 7 

Los surfaces frappées qui fournissent ces forces seront évahi ^-^ *' 
selon les règles établies aux § 507 et 508. 

Soient p la pression du vent par mètre carré et 



^Oi " 1j ^!ï • - • • 07, 



les surfaces exprimées en mètres carrés, frappées respectivcm*:^ -* 
dans la moitié de droite du panneau CyCi i r^ dans les àe*^^^ 
moitiés contiguës de ce panneau et de celui i 1^2 2", etc. L 
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38 0, 1, 2, . . . seront respectivement 

p X Soy p X Si, p X Sfy .... 

n devra, suivant les cas, faire /? = 278^^,45, soit en nombre 

1 p = 278, ou /? = 1 5o. 

ans certains cas, les surfaces 5o, 5| , ... sont les mêmes, que Ton 

iidère la pression de 273''b ou celle de loo^^. 

ans d^autres, cela peut ne pas avoir lieu, parce que, dans le 

d'un vent de iSo*'^, la surface des wagons peut intervenir, 

lis qu'elle n'intervient pas dans le cas d'un vent de 278''*. 

onvenons qu'un mètre carré sera représenté par une certaine 

Joueur, par exemple par 1""»; alors, quel que soit />, une force 

}^^ sera représentée par i"*™. 

'raçons (/ig* Aq ) le polygone des forces 0, 1, 2, ..., appli- 

es en o, I, 2, . . ., 7. Soit p^q^ ce polygone. 

^ Recherche des composantes T des couples élastiques. — Traçons 

polygone funiculaire Oq '^q de distance polaire quelconque (/q 
forces représentées sur le polygone /?o(7o ^^ prenant le pôle o 
la perpendiculaire k PoÇo menée par/?© et le point de départ Oq 

polygone funiculaire sur cette même ligne et sur la verticale du 

imel. 

^eci posé, la valeur du couple Y, dans une section quelconque 

Jiff. A) de l'arche, se compose du moment de flexion inconnu 
au sommet C et de la somme des moments relativement au 

ni G des forces 0, 1, î2, 3, l, comprises entre ce point et le 

ïmet. 

)t l'inconnue Xq doit être telle qu'on ait 

Yds r Y 



s 



'1 




dx = o, 



légration étant étendue à tout l'arc ou, si l'on veut, à sa 
tlié. 

supposons d'abord que Ir, ^ soit constant, on aura 

) fYcix = o, 

3n tracera, comme pour une poutre droite encastrée, une ligne 
III. 14 
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de fermeture c^b^ qui, par raison de symétrie , est horizontale , 
telle que la surface totale comprise entre le polygone funiculaire 
et sa ligne de fermeture soit nulle, telle, en d'autres termes, qu.e 
les deux aires OqCo Jo et Jq b^ ^o soient égales. 

Soient ^'q les ordonnées du polygone comptées depuis c%bo^ or- 
données positives ou négatives suivant qu'elles sont au-dessus 
au-dessous de cette ligne. 

Supposons ces ordonnées évaluées à Téchelle adoptée pour 
présenter les surfaces frappées par le vent, soit en millimètres, 3^ 
le millimètre représente une surface de i"*". Alors px ^\ repré- 
sente cette ordonnée à Téchelle des forces, et Ton aura 

(18) Y=/?X5roX-»'o, 

la distance polaire q^ étant mesurée à Téchelle des longueurs, soit 
à Péchelle du dessin de Parc. 

Inversement, si on le juge plus commode, on peut mesurer les 
ordonnées à Téchelle du dessin et la distance polaire q^ à l'échelle 
des surfaces frappées. 

On aura, par suite de l'expression (18), 

ou, si l'on divise OqPq en parties égales Ax et qu'on nomme z^ 
l'ordonnée en un point de division 



— '-o — "» 



ou enfin, en appelant h la distance inconnue CqOLq et Zq les ordon- 
nées comptées depuis a^po 

I.{zo-h) = o 
OU, si n est le nombre de divisions, 

(19) h=~I.Zo. 

h est la moyenne arithmétique des ordonnées Zq des points de di- 
vision. 

Si l'on suppose, au contraire, Ir, constant, on devra avoir 

f\ds = o 

ou 

Jz'q ds = o 



1 
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f{zo— h)ds= 0. 

donc l'on divise, non plus Thorlzontale Oo/>oj niais (^g. B) 
!mî-fibre moyenne GB' de l'arche en n parties égales A5, on 
encore 

n 

ra la moyenne arithmétique des ordonnées des nouveaux points 
ivision ainsi obtenus. 

Détermination des composantes X des couples élastiques. — La 
posante X du couple élastique dans une section G {^g< A) 
y en élévation {/tg' B) de la fibre moyenne de l'arche est la 
me des moments relativement à l'horizontale du point G' des 
es directement appliquées entre G' et le sommet de l'arc, forces 
t les lignes d'action sont représentées en projection horizontale 
les lignes CoC| , 1 1'', 22", 33", etc., et en projection verticale par 
points G, 1', 2', 3', 4'« Leurs grandeurs sont figurées sur le 
jrgone des forces poÇo {fig* Aq). 

)n ne change pas les sommes de leurs moments relativement à 
parallèles à la corde DB' en les faisant tourner d'un angle droit 
3urde leurs points d'application, de façon à les rendre elles- 
nés parallèles à cette ligne. Elles auraient alors pour lignes 
:tioQ les horizontales des points G, i', 2', etc. 
^crions leur polygone des forces sur DB' à partir de D. Soit X^q 
>oljgone identique à celui />o7o' 

^renonssurla verticale DG la distance polaire D0'= 0/?o= (/o 
partant de O', construisons le polygone funiculaire O'Gp de 
forces. Si r, = ^ g est le segment de l'horizontale du point G' 
ïïpris entre le polygone ainsi tracé et la droite GD, on aura au 
^ût G' pour X l'expression 

Jogue à celle obtenue pour Y et avec les mêmes échelles. 

I' peut être plus commode d'amplifier les ordonnées de l'arc 

"r le tracé de ce second polygone funiculaire. 
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• 

Si on les amplifîe, il suffît d^amplifier dans le même rapport la 
distance polaire, pour que le produit de la nouvelle distance po- 
laire par les nouvelles abscisses yj représente toujours le mo- 
ment X. 

d. Recherche des couples de fleiion et de torsion. — On a , au point G', 
la valeur de X par l'équation (20), celle de Y par Téquation 

Y =p X çqXz'q^p X çqX Go^o. 
Si donc, à partir de G', on porte une longueur verticale 

G'g' = z'q= Go^oj 

ascendante si z^ est positif, et au bout de celle-ci une longueur 
horizontale g'Y= ffg^ = ^1 de gauche à droite si 7\ est positif' 
G' y représente, au facteur p x Çq près, en grandeur, direction et 
sens, l'axe du couple des forces élastiques dans la section (G, G')- 
Soit ^ cette droite G' y'. 

Projetons la droite GY= Ç sur la normale et la tangente à 1^ 
fibre moyenne en G'; soient ^i et Ç^ les deux projections obtenue ^ - 
On aura, au point G', pour les couples de flexion et de torsioï^? 
respectivement 

( X = /? X <7oX Çn, 

(2') j. y 



a 



t 



s/i et ^c étant mesures àréchclle du dessin ou des longueurs, ei(]9 
Téchelle des surfaces fraj^pces par le vent; p est la pression du vc 
en kilogrammes par mètre carré de surface frappée. 

e. Effort tranchant Tj;. — L'effort tranchant en un point G' (y?^.l^ ^ 
est la somme des forces directement appliquées entre ce point 
le sommet de l'arc, c'esl-à-dire la somme des forces appliquées e 
G', i', '.>Jf y, /\'. On la relève directement sur le polygone de 
forces D<7. 

Cette longueur D^'' étant mesurée à réchelle des surfaces 
frappées, on a 

(2-2) T:; = />xD^'". 
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§5H. 

DOnÉES A ABHBTTBE DAH8 LE PROBLÈME II. — Aj^ant ainsi les efforis 
produits par le vent, pour trouver les dimensions à donner à 
chaque arc, on procédera ainsi : 

a. Tension on pression longitudinale. — Aux tensions ou pressions 
inaxima que les charges verticales agissant sur le pont produisent 
dans les fibres extrêmes de chaque arc, on ajoutera celles que pro- 
duit le vent. 

Les premières ont été obtenues suivant les méthodes exposées 
dans les Chapitres précédents et ont pour expression 

Mm 
I 

ou, si l'on veut être plus exact, 

M u N 

M étant, en valeur absolue, le plus grand moment de flexion 
et Nia plus grande compression delà fibre moyenne produits dans 
Tun des arcs par les charges verticales, S est la section de cet arc; 
1 le moment d'inertie de celte section par rapport à l'axe mené par 
son centre de gravité perpendiculairement au plan de la fibre 
moyenne et u la distance à la fibre moyenne de la fibre extrême 
la plus comprimée (plus généralement de celle des deux fibres 
extrêmes qui supporte une force élastique de même signe que N ), 
Sous l'influence du vent, si l'un des deux arcs qui composent 
Tarche est tendu, l'autre est comprimé. Considérons l'arc qui 
supporte des actions de même nature que celles qui figurent dans 
l'expression ci-dessus, soit, comme nous l'avons supposé, des com- 
pressions. La compression maxima sera 

en désignant par V la distance de la fibre de l'arche entière la plus 
éloignée du plan de sa fibre moyenne Iy^; est, comme nous savons, 
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considérée, celle due à la pression de 2^3^* sera 

DO 

b. Forces élastiques transversales. — Les forces élastiques tangeD- 
tielles, ou ayant lieu dans une section même de Tare, peuvent pro- 
venir soit des eflforts tranchants dus aux charges verticales et au 
vent, soit des moments de torsion produits par ce dernier. 

Soit T Pefiort tranchant produit dans un arc, par les charges 
verticales, en sorte que sa valeur par unité de surface est 

T 

S' 

elle agit suivant la normale à Tare. 

Soit Cs le moment de torsion dans la même section de Farche. l ^ 
fait naître, dans chaque arc, une force élastique maximum égale ^ 

ou approximativement 

£^ 

D'ailleurs, on verrait par un raisonnement analogue à celui qi^^ 
vient d'être fait que le moment d'inertie polaire Iç diflere très pei^ 
de celui lyj et qu'on peut poser 

(25) I^=_-S = I,,; 

pur suite, la force élastique due à la torsion est 

/'S* 

Elle a même direction que celle ^r- et elles doivent être ajoutées 
algébriquement, eu égard à leurs signes, ce qui donne 



'S-')- 



T»' 

D'autre part, soit ^.^ refTorl tranchant par unité de surface dû 
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comporte une infinité de solutions, parmi lesquelles on choisira 
la plus convenable au point de vue pratique. 

On peut aussi profiter de l'indétermination pour faire en quelque 
sorte que chaque arc soit d'égale résistance à la fois au point de 
vue de la flexion verticale due au moment M et au point de vue 
des eflbrts provenant de N et X, c'est-à-dire qu'on peut poser 

/ Mm 
— = R, 



(»*?)i-»-. 



(ai) 

pourvu que 

R'-+-R'=R. 

Si l'on veut adopter pour R une valeur de 6''S, par exemple, par 
millimètre carré, on pourra, suivant l'intensité du vent, prendre R' 
égal à 3*^8, 4''« ou S»'», R"' égal à 3''^ ou 7}^ ou 1*^6,0. 

Pour l'évaluation de X, on adoptera ici la pression du vent 

p = iSo"^, 

puisque c'est celle qui ne peut pas être dépassée quand les sur- 
charges existent. 

Il est évident qu'en général ce sera sous les actions réunies des 
surcharges les plus défavorables et du vent que les arcs éprouvent 
le plus de fatigue. Il pourrait se faire toutefois que certains points 
fussent plus fatigués par un vent donnant l'j'iy^ de pression agis- 
sant seul, que par un vent de iSo'^k agissant en même temps que 
les surcharges. Il sera donc bon de vérifier si les dimensions 
obtenues dans la première hypothèse seront suffisantes dans la 
seconde. Or, si SPU est la valeur numérique du moment de flexion 
obtenu en supposant un vent de 273*^^, il suffira de vérifier que les 
valeurs obtenues pour S sont telles qu'on ait partout 

^'<R 

Si les surfaces des wagons n'interviennent pas, et que X désigne 
le moment de flexion dû à la pression du vent de iSo*'^ d'abord 
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lent à un effort tangentiel ou de glissement total 



V' 



Ti'-fJ 



et à un effort d^arrachement égal à 

que, de plus, les scellements résistent également à ce dernier effox^t . 

§ 513. 

Problème III. — a. Gontreventements. — Les contreventement^ 
relient les deux arcs de façon qu^ils soient solidaires pour résister 
au vent, comme Tâme d'une poutre en double T, ou les deux âmes 
d'une poutre à section rectangulaire évidée relient les tables supé- 
rieure et inférieure pour qu'elles résistent solidairement à des 
charges verticales. 

En général, il existe ici deux systèmes de contreventements (ou 
deux âmes), l'un à la partie supérieure des tympans, l'autre du 
côté des intrados des arcs. En général aussi, les contreventements 
sont en forme de croix de saint André. 

11 est clair que les charges verticales ne produisent aucun effort 
sur les conlrevcntemenls qui, comme leur nom l'indique, n'ont à 
résister qu'au vent. Il faut donc les déterminer dans Thypothèse 
d'un vent de ajS''^ par mètre carré. 

S'il en existe deux, nous supposerons qu'ils supportent des 
efforts sensiblement égaux ou que chacun d'eux résiste à la moitié 
de rcflbrt total du vcnl. 

Il suffît donc de considérer l'un d'eux; supposons qu'il soit 
représenté en projection horizontale {Jig» A) par les croix de 
saint André CoC| i i'', i\" ii" , .... 

Nous admettrons que les deux barres diagonales de chaque 
croix supportent des efforts égaux. Cela équivaut à regarder les 
croix de saint André comme composées de deux systèmes simple- 
ment triangulés ou réticulaires, l'un formé par les lignes 1 1'', 
22'', etc., et l'un des deux systèmes de diagonales; l'autre par ces 
mômes lignes et l'autre système de diagonales. 
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D'après cela, il suffit de considérer l'un des deux systèmes réti- 
culaires. 

Faisons {^fig^ B) une section normale à l'arche en G'. Soit 
xQty {fig> A) l'horizontale de cette section. 

Il est clair que, si nous ne tenons pas compte de la résistance 
des arcs à des actions transversales, tout l'efibrt tranchant Ti; 
dans la section est supporté par les barres diagonales comprises 
dans le système réticulaire que nous considérons. 

Chaque barre supporte le quart de l'effort total, soit jTij;. 

Donc, si, à partir du point G, on porte une longueur G a repré- 
sentant cette force à l'échelle du polygone des forces {fig* Aq), 
puis qu'on mène l'horizontale a a' jusqu'à sa rencontre avec la dia- 
gonale partant de 5, la longueur Ga' est proportionnelle à la ten- 
sion de cette diagonale. Cette tension est égale à 

I ^ , 273 X Ga"^« 

G cl' étant mesuré à l'échelle des surfaces frappées par le vent (en 
millimètres, si un millimètre représente un mètre carré). 

Soit S' la section d'une barre ; la tension par unité de surface 
due à l'effort tranchant est 

Il faut y ajouter celle provenant de la torsion S|. Or, si H est la 
hauteur de l'arc, mesurée suivant la section faite en G^, la force 
élastique horizontale, par unité de surface que supporte un contre- 
ventement, est 

fol — • 

il 

On peut encore prendre pour Iç les valeurs 

à moins qu'on ne veuille tenir compte aussi de la surface coupée 
dans les contreventements, ce qui donnerait sensiblement 

^2 2 
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chaque diagonale supporterait ainsi un eflbrt 

/? X Ga' 1 ^ à _ pxGoL' G, H 



4S 2 Iç 4S 4lç 

C'est d'après cet effort qu'on déterminera les dimensions dejs- 
barres diagonales. 

Les barres perpendiculaires à CqBo devront avoir des section; 
telles que chacune d'elles puisse résister à l'effort tranchant Ti; 
dans la section transversale qui la contient, comme on le voit ei 
considérant successivement chacun des deux systèmes réticulaires 
et y faisant des sections parallèles aux barres diagonales. 

La construction de l'effort G a' suppose que les angles, tels que: 



b. Entretoises. — Les deux arcs sont encore reliés par des entre 
toises dirigées suivant les normales à la fibre moyenne. Ces pièces 
comme celles de contrcventement, ne subissent pas d'action de 
part des charges verticales; elles n'agissent que contre le vent, 
ont pour objet d'achever de solidariser les arcs pour les fai 
résister aux elfets de la torsion. 

Considérons une de ces pièces, par exemple, celle qui ser 
j)lacée dans le plan normal à l'arc en G', ayant pour trace sur 
plan vertical (./'^. B) la normale r^G'r^. Ce sera, en général, ui 
poutrelle simplemcnl triangulée ou en treillis, ou à croix de sai 
André; sa longueur est égale à l'écartenient des faces intérieur 
de ces arcs, ou sensiblement celui t des fibres movennes de c< 
arcs. 

Supposons-la d'abord simplement triangulée. Soient {/ig. 6 
p. 222) aa' et bb' les sections transversales des deux arcs et su 
posons la poutrelle formée par les lignes pleines, à savoir 1 
barres principales ab, d b\ les étrésillons o! c^ cb' et le poinçon c 

Soit toujours C^i le moment de torsion au point considéré diL 
l'action d'un vent de 2-3*'^. 



aGa'= a 55", sont projetés en vraie grandeur. Cela n'a lieu que s 
toutes les pièces du contrcventement sont horizontales. Celles di 
contrcventement supérieur remplissent, en général, cette condi — — - 

tion, mais non celles du contrcventement inférieur. Pour celui-ci , 

la figure A en représenterait le développement (et non la ppojec 

tion) sur un plan horizontal. 
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Il produit dans le plan moyen de chaque arc un effort par 
unité de surface 

r '■' 

«t, si l'on prend 

S étant la section d'un arc, cet effort sera 

El 

X'efforl total sur chaque arc est donc sensiblement. 

On pouvait le trouver plus simplement en observant que le couple 
de flexion S| équivaut à deux forces verticales F et — F égales 

chacune à j,7 agissant aux extrémités de la poutrelle. 

Faisons (Jig» B, PL XL) une section transversale X\Çf\yx au 
«travers des deux arcs, un peu à droite de la poutrelle, soit un peu 
SI droite de G', et considérons la portion de l'arche située à gauche 
de cette section. 

La poutrelle devant être en équilibre sera à plus forte raison en 

équilibre si l'on fixe avec encastrement sa section du milieu ce'. 

faisons abstraction de la résistance transversale des arcs dans 

les parties coupées par la section x^Çf\ys. Alors les extrémités 

de la poutrelle doivent être regardées comme libres et soumises 

l'une à l'action de la force F = -t^> l'autre à l'action de la force — F. 

Si l'on y fait une section xy {Jig* 62, p. 222) coupant trois 
baxres c6, cb', d b\ on voit (§ 207) que les tensions l" et t des 
de ux barres c6, c'U sont 

GH 

^ étant la hauteur de la poutre. La barre cb est tendue, celle d U 
^^t pressée. 
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F 



D'ailleurs i = > en appelant a Tangle cb' b ou 



C0S2 



*'= — =6'K'. 

cosa 



Si la poutre est à croix de saint André, on admettra que 1^ s 
deux barres diagonales supportent chacune une tension J-6'K-_^, 
Fautre une pression pareille. 



Fig. 62. 




Si la poutre est à paroi pleine, son moment de flexion ma 
mum est au milieu et égal à 

ç H 

C'est d'après cette valeur qu'on déterminera son momei 
d'inertie supposé constant. 

Son effort tranchant maximum est y» ce qui détermine sa sec^ 

tion. 

Quelle que soit la structure des poutrelles, elles sont, en gé- 
néral, toutes pareilles. On choisira donc la valeur la plus grande 
de G| et l'on déterminera les dimensions de toutes les poutrelles 
d'après cette valeur. 
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§514. 

IL'EMPLOI DES FORMULES EXACTES. — Toute la difficulté est de 
rer, pour une pression donnée du vent, le moment de flexion 
u sommet de Tare. La formule (i5) en donne la valeur, 
lis nous avons vu que les moments d'inertie Iç et lyj sont sen- 
ment égaux et proportionnels en chaque point à l'aire S de 
îtion de l'un des deux arcs en ce point. En observant de plus 
es coefGcients d'élasticité E et G sont constants, on obtient 






ds dy , 
-T- ds 



x,. = -- - ■• * * 



/î - (§ -)/5 ($)■- 



E 
1 prend généralement le rapport p- = 3, d'où 



E 



dx 
)mme S est inconnu, supposons d'abord S -p constant, on 



«7t>û — — 



/v,&.,/(u-^.v*)^^ 



.-'/($) 



dx 



ivisons {fig- B, PL XL) l'horizontale en un certain nombre 
arties égales à Ax en /i parties, en sorle que 



71 Aa? = - ; 



s on pourra écrire approximativement 



a/v>o = — 



^.{"■^^'■'M 



»-i:(f)" 



es sommes S se rapportent à tous les points de division; SV, 
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par exemple, est la somme des valeurs qu'a V aux points de di- 



vision. 



Or, en un point G' de la fibre moyenne, U' représente laf somme 
des moments relativement à Thorizontale passant par G/ des forces 
directement appliquées entre G et G'; V est la somme des mo- 
ments de ces mêmes forces relativement à la verticale du point G'. 

Les polygones funiculaires des figures B et Aq donnent ces 
grandeurs. On a 

V=/?X7oxÇo» 

on appelant ^q (Jfg' Aq) l'ordonnée du polygone funiculaire Oo ?o 
comptée depuis l'horizontale Oq, Donc 



vr 



-'•-^'E^S-^-'s)! 



"-2(f)' 



La somme 2!Jo ^^s ordonnées Ço, répondant aux points de dî "^^*" 
sion, se mesure directement sur Xd^fig. Aq. 

x\ partir de chaque point de division G' {fig» B), portons i.» *^ 
longueur horizontale r, et une longueur verticale Ço et consli"»^ ■*' 
sons la diagonale du rectangle déterminé par ces longueurs. IT^*^^^" 
jetons celte diagonale sur la tangente à la fibre moyenne. La p'^ ^' 
jeclion représentera 

(/s (tS 



Projetons cette dernière ligne sur la verticale; la nouvelle p 

jection sera 

^^ dy\rfy 



0- 



,1- 



in 



La somme des longueurs ainsi obtenues pour les points de tlî 
sion étant doublée donne le second ternie du numérateur. 

On a donc ainsi le numérateur sous forme d'une longueur nii^ 
mesurera à réchclle des surfaces frappées, soit en millimètres ^=^'' 
comme nous Tavons supposé, i millimètre représente i mè^^ ^^ 
carré. 

Le dénominateur est une grandeur purement numérique. Il f^ ^^ 
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le de mesurer sur Fépurc, pour chaque point de division, la 

dy 
ndeur-^> c'est-à-dire le sinus de l'angle que la tangente à la 

e moyenne en ce point fait avec l'horizontale et de l'élever au 

•é, ou de construire directement (-r-) pour chaque point. On 

ndra, sur chaque tangente à la fibre moyenne, une longueur 
îrminée \ par exemple, 20"*™ à partir du point de contact; on 
jettera )v en V sur la verticale, puis de nouveau V en )/' sur la 

^ente. La longueur Y mesurée en millimètres représente ( ^ ) 

— 2 
Uipliée par 20. 

""aisons la somme SV' et multiplions-la par 

a 2 1 

~~^ ~" 400 ~~ 200* 
20 

js aurons lé second terme du dénominateur. 
Vvant ainsi, en millimètres, la valeur absolue de 



/lo = 



^--2('.S*^-s)f 



T^-h 2 



my 



tons cette longueur /iq à partir de l'horizontale Oo/?o iJ^ff' A©); 
s aurons une ligne c^b'^» Ce sera la ligne de fermeture qui rem- 
era celle Cobo obtenue dans la précédente approximation. 
t le reste des opérations ne subira aucun changement. En 
'9 on a 

rne précédemment, et 

appelant z'q les ordonnées du polygone funiculaire compte 
uis c,,6„, tandis que précédemment on avait 

Y = p X Ço X z'q , 

étant les ordonnées comptées de Cob^, 

t-«a substitution de cette dernière ligne à celle c'^b'^ est don:: bic.) 
»€ul changement à ap|)orter aux précédentes construction s. 
m. i5 
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§ 515. 

CAS D'Ul pour A P0TJTBE8 DROITES. — Si, au lieu d^arcs, on a des 
poutres droites, Tétude des actions du vent ne souffre aucune dif- 
ficulté. L^cnsemble des poutres résiste au vent comme une poutre 
encastrée à ses extrémités. Les contreventements étant horizon- 
taux, leurs diagonales ont à résistera Peffort tranchant dû au veix^* 
Les entre toises verticales sont théoriquement inutiles, la torsioti 
n^existant pas. 
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TROISIÈME SECTION. 

PONTS SUSPENDUS A TABLIERS RIGIDES. 



CHAPITRE VIL 

THÉORIE GÉNÉRALE. 
§ 516. 

70HT8 8USPEIDU8 BI6IDE8 G0H8IDÉBÉ8. — Nous considérons une 
^:■^me de pont suspendu comme composée d'un câble relié, par des 

es de suspension, à une poutre rigide. 

Dans les ouvrages de grande portée, les parties extrêmes de la 

ulre sont, en outre, supportées par des haubans dits câbles de 
idité, partant des sommets des piles ou culées. 

Lorsqu'il en est ainsi, on doit se demander si ces portions de 

utre doivent néanmoins recevoir des tiges de suspension ou s'il 
s ^ préférable de ne faire régner ces dernières que dans la partie 
^xitrale de la poutre, celle qui n'est pas directement rattachée aux 
^fc>"iibans. 

Xes ingénieurs américains ont adopté la première solution. En 
ï^ance, on préfère, en général, la seconde. 

En réalité, elles présentent l'une et l'autre des avantages et des 
^^convénients, ainsi que nous allons le montrer. 

IODE DEFOIGTIOinEHElIT DE8 P0UTBE8 BlftlDES. — Qu'il y ait ou non 
des haubans, si une poutre droite, dont la fibre moyenne est acb 
(fis* ^^)' ^^^ reliée à un câble parabolique ACB dans toute son 
étendue, et si une surcharge vient à se produire au milieu c de la 
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poutre, ce poÏDt s'abaisse en entraînant avec loi le point coms- ' 

pondant C du c&ble, à son tour, le cSbIe se relève vers les eMi '. k ' 

poutre, obligée de suivre le mouvement par le fait des tî^ île 

suspension, prend une forme sinusoïdale comme celle indiquée ta 

pointillé. 




Il en résulte que précisément les parties de la poutre supporté-' 
par les haubans se relèveront et, par suite, les liaubans seront d^ 
tendus et foncUonneront incomplètement. 

Si, au contraire (Jîg. 64), les tiges de suspension ne règnentq 
dans la partie centrale /g de la poutre, un poids placé en c bbi^E: 



f^trr^nrar 



sera non seulement ce point, mais aussi très légèrement les poin ^ 
et g, de façon que les liaubans seront tendus; t'efTet des tiges 
suspension sera de relever des portions de la poutre coniprî. ^ 
entre /et g, de manière que la fibre movenne affectera une for-*^ 
sinusoïdale avec des flèches plus faibles que dans le cas précède ■^ 
Ainsi, dans ce cas, îl )' a avantage à supprimer les tiges de s >^ 
pension dans la partie du tablier soutenue par les haubans. 
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II en sera autrement si nous envisageons les efTets d'un fort 
abaissement de température. Ce phénomène aura pour consé- 
quence de raccourcir le câble et de le relever; îl soulèvera donc le 
tablier dont la fibre moyenne formera une courbe tournant sa con- 
cavité vers le bas. Les haubans, par suite, cesseront d'être tendus. 
Si, dans cet état, une charge vient à passer sur le pont, elle sera 
donc, en très grande partie, supportée par le cable et la poutre, 
comme si les haubans n'existaient pas. 

Si donc les parties extrêmes du tablier ne sont pas rattachées au 
câble j il arrivera que, pendant le passage de la charge sur ces 
parties, il n'y aura que la poutre pour la supporter, ce qui pourrait 
avoir des inconvénients. 

On pourrait s'opposer à ce soulèvement de la poutre par 
quelques haubans inférieurs. Nous verrons que ces haubans ne 
supporteraient pas, en général, de grands efforts. 

Supposons à présent un accroissement de température. Le 
câh>l€ s'allongera et ce sont les tiges de suspension qui $e déten- 
«Iroxit. 

I-«a poutre se courbera sous l'influence de son propre poids et 
^^ ciclui du tablier en tournant sa concavité vers le haut, et cette 
'Ois les charges seront portées par la poutre principalement et par 
les Inaubans, s'ils existent, tant que la poutre n'aura pas pris une 
coci:j.ljm.ç assez grande pour que les tiges de suspension recom- 
"^^*^cent à fonctionner. Ilimportc que la courbure nécessaire pour 
^^*^^ ne soit pas telle qu'elle détermine, dans la poutre, des ten- 
^*^*is trop élevées auxquelles viendraient encore s'ajouter celles 
P^*^c3uites par les surcharges. 



*emarque. — Observons que, si les tiges de suspension ne 
'^^Sxient {Jig. 64) que dans la partie centrale FG, le câble sera pa- 
^^t>c:>lique dans cette partie et rectiligne dans les parties extrêmes. 



§ 518. 

mgftlE DE BAimiE. 1IÉGE88ITÉ DE LA BE7I8EB. — On voit, par ce qui 
P^^cède, qu'une poutre reliée à un câble, que ce soit avec ou sans 
* assistance de haubans, éprouve, en général, des efforts élastiques 
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poutre, ce poinl s'abaisse en entraînaol avec lui le point corr 

pondant C du cSble, à son tour, le câble se relève vers les côtés : 

poutre, obligée de suivre le mouvement par le fait des tiges 

suspension, prend une forme sinusoïdale comme celle indiquée 

pointillé. 

Fig. C3. 
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Il en résulte que précisément les parties de la poutre supporta 
par les haubans se relèveront et, par suite, les baubans seront d 
tendus et fonctionneront incomplètement. 

Si, au contraire {_fig- 64 )i les liges de suspension ne régnent qi 
dans la partie centrale Jg de hi j)Oulrc, un poids placé en c aba 




sera non seulement ce point, mais aussi très légèrcmcnl IcspoinB 
et g, de façon que les baubans seront tendus; l'efiet des tiges 
suspension sera de relever des portions de la poutre conipri 
entre /et g, de manière que la libre moNennc affectera une for: 
sinusoïdale avec des ffèclics plus faibles que duns le cas |irécéde 

Ainsi, dans ce cas, il v a avantage à supprimer les tiges de s» 
pension dans la partie du tablier soutenue |)ar les }iaii]>aus. 
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11 en sera autrement si nous envisageons les effets d'un fort 
abaissement de température. Ce phénomène aura pour consé- 
quence de raccourcir le câble et de le relever; il soulèvera donc le 
tablier dont la fibre moyenne formera une courbe tournant sa con- 
cavité vers le bas. Les haubans, par suite, cesseront d'être tendus. 

Si, dans cet état, une charge vient à passer sur le pont, elle sera 
donc, en très grande partie, supportée par le câble et la poutre, 
comme si les haubans n'existaient pas. 

Si donc les parties extrêmes du tablier ne sont pas rattachées au 
câble, il arrivera que, pendant le passage de la charge sur ces 
parties, il n'y aura que la poutre pour la supporter, ce qui pourrait 
avoir des inconvénients. 

On pourrait s'opposer à ce soulèvement de la poutre par 
quelques haubans inférieurs. Nous verrons que ces haubans ne 
supporteraient pas, en général, de grands efforts. 

Supposons à présent un accroissement de température. Le 
câble s'allongera et ce sont les tiges de suspension qui $e déten- 
dront. 

La poutre se courbera sous l'influence de son propre poids et 
de celui du tablier en tournant sa concavité vers le haut, et cette 
fois les charges seront portées par la poutre principalement et par 
les haubans, s'ils existent, tant que la poutre n'aura pas pris une 
courbure assez grande pour que les tiges de suspension recom- 
mencent à fonctionner. Il importe que la courbure nécessaire pour 
cela ne soit pas telle qu'elle détermine, dans la poutre, des ten- 
sions trop élevées auxquelles viendraient encore s'ajouter celles 
produites par les surcharges. 

Remarque. — Observons que, si les tiges de suspension ne 
régnent {fig. 64) que dans la partie centrale FG, le câble sera pa- 
ra i^olique dans cette partie et rectiligne dans les parties extrêmes. 



318. 



BÉ8LE DE BAimiE. HÉGESSITÉ DE LA BE7ISEB. — On voit, par ce qui 
récède, qu'une poutre reliée à un câble, que ce soit avec ou sans 
aissistance de haubans, éprouve, en général, des efforts élastiques 



23o 3* SECTION. — CHAP. VII. 

tout autres que ceux qui se développent dans une poutre libremei 
posée sur appuis. 

Rankine a admis que, si une pareille poutre reçoit une surcharj 
quelconque de P*"*, les forces élastiques qui s'y produisent sont 1 
mêmes que celles qui se produiraient dans la poutre supposée à 
tachée du câble sous Tinfluence : 

1° De cette surcharge ; 

2** D'une charge fictive ascendante, égale à P'^^ et uniforn 
ment répartie sur toute la longueur de la poutre, en sorte qi 

si /est cette longueur, la charge ascendante serait de -j- par mèi 

courant. 

Cette règle ne paraît, en tout cas, applicable que si la surchai 
est symétrique par rapport au milieu de la poutre, puisqu'u 
charge non symétrique ne saurait être équilibrée par une chai 
uniforme, quelle qu'elle soit, à moins de faire intervenir les ré; 
tions des appuis, auquel cas la charge ascendante qu'on p< 
adopter devient entièrement arbitraire. 

Elle ne fournit d'ailleurs aucune indication sur les eOets de 
température, dont il est bon de pouvoir se rendre compte. 

Par ces motifs, elle a besoin d'être revisée et complétée. 



ol9. 



BÊGLES NOUVELLES. — Nous résumons ici très sommairement 
résultats les plus essentiels qui rcssorlent de la théorie qui 
suivre. 

1° Si une poutre posée sur appuis simples à ses extrémités, 
munie de haubans, de longueur l^ soumise à une surchî 
unique de P''^, ayant a pour abscisse (les abscisses sont comp 
depuis l'appui gauche de la poutre), est reliée à un câble, on pei 
traiter comme si cette liaison n'existait pas, pourvu qu'à la 
charge Pon adjoigne une charge fictive ascendante, unlformén 
répartie sur toute la longueur de la poutre à raison de q^^ 
mètre courant, q étant fourni par la formule 
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Si la charge est au milieu, c'est-à-dire si a = -, on a 

a5 P 
au lieu de 



^ ib / 



?=7. 

donné par la règle de Rankine. 

2° Si la poutre est soumise à un nombre quelconque de sur- 
charges, il suffit de calculer q pour chacune d'elles et de faire la 
somme des résultats obtenus. 

3** De là résulte, ainsi que nous le verrons, que la règle de 
Rankine s'applique pour une surcharge uniforme régnant sur une 
moitié du pont, ainsi que pour une surcharge régnant sur tout le 
pont. Dans ce dernier cas, la règle indique que le câble supporte 
la totalité de la surcharge. 

4® Supposons que la température du câble vienne à s'accroître 
de T** (t étant négatif si la température baisse) comptés depuis la 
température de pose; il en résulte, dans les tiges de suspension, 
un accroissement négatif ou positif de la tension représenté par 

/ est la flèche et S le coefGcient de dilatation du câble par la 
chaleur; E et I représentent respectivement le coefficient d'élas- 
ticité et le moment d'inertie de la poutre. 

5° A ces tensions q ou q'^ il faut ajouter la tension due à la charge 
permanente. 

6** Si la poutre considérée, au lieu d'être simplement appuyée, 
est encastrée à ses deux extrémités, les règles i°, a**, 5° s'appliquent 
encore, mais la valeur (a) de q doit être remplacée par celle ci- 
après 

7® Si une poutre de longueur / est reliée à un câble par une 
partie centrale de longueur Iq et soutenue à ses extrémités sur des 

longueurs par des haubans, on peut, au point de vue des 
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charges, traiter la travée centrale de longueur Iq comme si elle 
était encastrée et appliquer la formule (a'), en y remplaçant / 
par Iq. 

En ce qui touche la température, s'il s'agît d'une diminution de 
température, les haubans ne résistant pas à son effet (§ 517), il faut 
appliquer la formule (6). Le résultat obtenu étant évidemment 
plus défavorable que s'il s'agit d'un accroissement de température, 
puisque alors les haubans résistent, il n'y a pas, en général, à consi- 
dérer ce dernier cas. 

8° Pour le mode d'application de ces diverses règles et les corol- 
laires qui en découlent, les charges les plus défavorables, etc., on 
ne peut que renvoyer aux paragraphes qui en traitent dans la suite 
de ce travail. On ajoutera cependant que le moment maximum M, 
qu'une charge isolée de P^^ produit sur une poutre de longueur /, 
reliée à un câble, est : 

(a). Si la poutre repose sur appuis simples, M=: o,o85 P/; 
(h). Si elle est encastrée, M = o,o6 P/. 

§ 520. 

FORMULE rOHDAMENTALE. — Soit {Jig. 65) ACB un fil élastique dc_:. 
section constante ou variable suspendu à ses extrémités et en écjui- 
libre sous rinflucnce de charges verticales uniformes ou non. 

Supposons (jue ces charges viennent à être modifiées dans ur i 
rapport constant quelconque; la courbe restera en équilibre; mai=: 
la tension, en chacun de ses points, sera augmentée dans \l^ 
même rapport que les forces et sa longueur totale sera un pei -^ 
accrue en raison de l'élasticité du fil ; soit ACB sa nouvelle forme ^ 
qui sera très peu diflerente de celle qu'elle avait d'abord. 

Si les charges sont modifiées dans un rapport qui, sans être ri ■ 
j^^oureusement constant, varie très peu d'un point à un autre, 1^ 
nouvelle cour])e d'équilibre différera encore très peu de la pre— ' 
inièrc. 

Réciproquement, si les charges qui agissent sur un fil en équiS^ 
libre ACB viennent à être modifiées d'une façon très notable^^ 
mais néanmoins telle que la nouvelle forme d'équilibre qui e^ 
résulte pour le fil soit très peu différente de la j)remiùre, on peu -^ 
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aftirmer que toutes les charges n'ont pu être modifiées que dans 
un rapport sensiblement constant. 

Supposons qu'il en soit ainsi. Rapportons le fil à deux axes de 
coordonnées, Tun Ox horizontal, l'autre Oz vertical descendant. 

Soient z l'ordonnée d'un point M de la courbe primitive ré- 
pondant à l'abscisse x et z' l'ordonnée du point M' répondant à la 
même abscisse, après la déformation. 

Fig. G5. 




Soient s et s' les longueurs ACB et AC'B des deux courbes ou 
plus généralement de deux portions correspondantes quelconques 
de ces courbes. 

Si / est l'accroissement de tension qui s'est produit dans un clé- 
ment dsy par suite de la modification apportée aux charges, il en 
résultera, pour cet élément, un allongement 

f ris 



E»0 ^0 



en désignant par So la section du (il et par Eo le coefficient d'élas- 
ticité de la matière qui le compose. 

Si, d'autre part, la température de pose a varié de t"*, t étant 
positif ou négatif, suivant qu'il y a eu accroissement ou diminution 
de température et si o est le coefficient de dilatation du fil par la 
chaleur, l'élément ds aura encore subi un allongement positif ou 
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négatif égal à 8t ds^ de sorte que sa longueur définitive dsf sera 



rftf' = û?S ( I -+- 8t H- ^r-c- ) 



On déduit de là, pour rallongement total sf — s d'une portion 
quelconque du fil de longueur primitive 5, comptée depuis l'origine 
des 5, une première expression 

'*^ ds 

>0 






Mais, si Q estPaccroissement de tension subi au point où la tan- 
gente est horizontale ou, si Ton veut, l'accroissement produit dans 
la poussée de l'arc, l'accroissement correspondant de la tension en 
un point quelconque M sera 



^ ds 

' = ^55 



Si, de plus, comme cela a lieu pour les ponts suspendus, on 
suppose la section du fil constante, on aura donc 

en appelant Xq et x^ les abscisses des extrémités du fil ou, plus 
généralement, de la partie du fil que l'on considère, quelle qu'elle 
soit. 

D'autre part, on a 






dz \2 



m 



et, en appelant z' l'ordonnée du point d'abscisse x après la défor- 
mation, 

en appelant AjTq et A^r^ les projections horizontales des déplace- 
ments des deux extrémités de la partie du fil que l'on considère, 
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a 

c^est-à-dire les variations qu'ont subies les abscisses Xq et Xi^ et 



W'-mi 



la différence des valeurs obtenues en remplaçant successivement, 
dans la quantité entre crochets, Pabscisse x par ses valeurs 
extrêmes Xi et Xq et retranchant la seconde de la première. 

De là, on déduit, pour l'allongement / — s d'une portion quel- 
conque du Gl, cette nouvelle expression 



■-'f>W'*mW'<m4W'<m 




djz'-hz) d(z'-z) 
dx dx 



i/-(ë)'^iMS) 



s^4"iA(i7];- 



Soit 

Z ■"" Z — ^z 

la quantité très petite, positive ou négative, dont s'est abaissé le 
point M; on pourra écrire, en négligeant les quantités de l'ordre 
du carré de As, 

Égalant les deux expressions (a) et (^) trouvées pour l'allonge- 
ment 5' — s, on aura 

dz d \z 





= 0« + 



&rh(è)']- 



Si, comme il arrive en général, le câble est très surbaissé, on 



aS6 3* SBCTIOIf. — CHAP. VII. 

pourra négliger (^) devant Puniléy ce qui donne 

Supposons à présent le fil ACB ou, plus généralement^ une por- 
tion quelconque de ce fil reliée à une poutre droite par des Uges 
de suspension. 

Les tiges de suspension, dans un pont suspendu, travaillent tou- 
jours à de faibles tensions et leur allongement est négligeable 
devant le balancement général du pont. Il en résulte que, partout 
où régnent les tiges, rabaissement positif ou négatif As d^un 
point M du cftbie est égal à celui du point correspondant m de 
la fibre moyenne de la poutre ab {Jig. 65, p. a33). 

Nous désignerons l'abaissement du point m par la lettre^, en 
sorte que partout où régnent les tiges de suspension, c'est-à-dire 
partout où le câble a la forme parabolique, on a 

Convenons d'appliquer la formule (i) à cette partie du cftbie 
représentée par l'arc FG (^fig* 64, p. aaS), les points F et G coïn- 
cidant respectivement avec A et B si les tiges de suspension existent 
partout. ]^ous pourrons, par suite, remplacer, dans les formules, 
A5 par j'. Soient ao et ai les inclinaisons sur Thorizontale des tan- 
j^entes FA et GB aux extrëmités de la partie courbe du câble, en 
sorte que, pour x = x^^ on ait 

dz 





dx '""S"» 


et, pour jc = ^,, 


dz 

dx ""S». 



La formule (i) devient donc 

dz dy 



(«') 




dx dx - AaTi Axc 



v/-{i) 



cosai cosato 



''^^-"iâ-oX'['-^(è)']'^' 



= OT* -f- 
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'lAn 



et la formule approchée (i bis) devient 






0X5 



EoS( 



Comme cette dernière est, en général, très suffisante dans la 
pratique, nous nous bornerons à la développer, en indiquant, 
chemin faisant, les légères modifications qui permettraient de 
développer de même la formule (i'). 

On sait que, dans toute la longueur d'une poutre droite, quelle 
qu^elle soit, fût-elle à plusieurs travées solidaires, non seulement 
l'abaissement y d'un point de la fibre moyenne, mais aussi les 

deux premières dérivées ~- et -t^ de cette fonction varient sans 

aucun saut brusque, même au passage des piles. Il en résulte 
qu'on peut appliquer au premier terme de chacune des formules (i') 
ou (i'') l'intégration par parties en y regardant le coefficient de 

-j- comme une différentielle exacte. On aura, pour la formule(i''), 

/ dx dx "J dx ^ ^ "^\dx/i ^°V^/o"~X ^dôr^^^' 

La formule fondamentale des poutres droites 

d^Y __ _M 

dx^ '~ El' 

où E est le coefficient d'élasticité et I le moment d'inertie constant 
ou variable de la section de la poutre, donne d.'ailleurs 

\dx)^ \dx/o hj I 
Par suite, 

.(^ TxTx^^-^l^ i ^^-^(^«-^«)(i)o' 

et la formule (i") devient 

Mais, au degré d'approximation où nous nous plaçons, comme ot 
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est déjà très petit, le produit St5 peut être confondu avec 

puisque x^ — Xq est la projection horizontale de Tarc^ = FG. 
même, les allongements positifs ou négatifs des tangentes 
et GB peuvent être confondus avec ceux de leur$ projections ho 
zontales; d^ailleurs ces derniers, puisque les points A et B 
fixes, sont représentés par A^o et — Hx^, Donc Aa:© — ^% 

l'allongement total des tangentes AF et FG; 8x5 — g ~^ 
celui de la courbe FCG. Donc 



EoS< 



1- 

si 

ÎSt 



Aa?o — Aa?! -1-8x5-*- 



Q(art--aro) 

KqSq 



est l'allongement de tout le fil ACB. 

En le confondant avec celui de sa projection horizontale 
que nous désignerons par /, il sera représenté par 



Donc 



(«-^s) 



L 



(*) É.rT'<--'')'^=(2^-Ërs-;)'-<^'-^«)(©o' 



/dz\'^ 



formule vraie en négligeant f -p- j devant l'unité, quelle que soi 
la forme du fil ( * ). 







(•) Il est facile de comprendre comment les mêmes considérations s'applique- 
raient à la formule exacte (T). 

On peut, dans cette formule, remplacer Ax^, et Ax, par leurs valeurs en fonc 
tion des déplacements verticaux des points / et ^ de la poutre, déplacement? 
que nous appellerons^^ et y,. En effet, les composantes du déplacement du poinr 
F parallèlement aux axes sont 



A^^ et y\, 

La projection de ce déplacement sur AF est donc 

A:r„ cosa„ -+->', sin a,. 



Tel est l'allongement positif ou négatif de AF. 

La longueur AF, si l'on appelle a, et b^ les coordonnées du point de suspcn 




...o SUSPENDUS AVEC TABLIERS RIGIDES. 289 

Supposons les points F et G de niveau et prenons la droite FG 
pour axe des x, en sorte que 

Zq = ^1 = o. 
On aura 

et^ si l'on prend le point F pour origine des coordonnées^t qu'on 
désigne par Iq la longueur /^^ 



èis) 



'•M 



/•■•^^=(Ea,. !§-),. 



Oette formule est identique à celle qu'on obtiendrait pour dé- 



A, est 



{X, — aj cosa, + (^^ — ^^J sina,. 



ne rallongement de AF par unité de longueur est 

A^„cosa, -+-y„8in«„ 



{X. — a.) cosa -+- (5, — bj sina. 



ais cet allongement est dû à la température et à la tension de AF. L'allonge- 
kt par unité de longueur dû à la température est 6t; celui dû à la tension 

Q 



i,S,cosa, 



. Donc 



A^,cosa, +>^,sina, 

(a?, — a,) cosa, -+- {z^ — bj sina, 



- = 6t + rr 



E„S,cosa, 



B aurait de même 



Ax^ cosa, -f-^'.sina, 
(X, — aj cosa, -+- {z^b^) sina, 



\ E.SoCosa,/ 



c=.^> 



^¥^< 



Nuisant, si Tangle a, est très petit et Tangle a, très voisin de 180", à 

>s formules (3) et ( a') donnent les déplacements horizontaux des points F et G 

V)Dction de ceux des points correspondants / et g. Celles (3') donnent direc- 

leurs valeurs approchées. 

i posé, pour intégrer par parties, observons que, la courbe considérée 'étant 

d*z 
parabole, la dérivée seconde ^— ; de son ordonnée par rapport à son abscisse 
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terminer la poussée de Tare, s'il était rendu rigide, en loi suppo- 

sant une section de moment d'inertie I et d'aire g-So- Le terme 

EO 
g-^ /serait celui provenant de la compression de la fibre moyenne. 

Or on sait que, dans les arcs aussi surbaissés surtout que le 
sont les ponts suspendus, ce terme est négligeable. On peut donc 
écrire les formules ci-dessus 



(4) / y>8^te = Eîx/, 

(5) , r jMcLt^E^xL 



est une constante. Nous pooTons, par suitei écrire 







dx^dx 1 r^'dr,^/ Tdzy 

V'-^Kdi) ^ 

d'z I cos a, cos a, J^ dx* 1 * 

dx^ 

Les formules des poutres droites rappelées plus haut donnent, par suite. 




'» dz dy ^ 
dx dx 



\/'*m 



l'zxEjj^,^ l\dx cosa,/ \cosa, cosao/ \aj7/oJ 



d 
dx 



Mn portant cette valeur dans Téquation (i'), elle devient 
J^,^ hi\dx cosa,/ \cosa, cosa,/\dx/„ 

- dx' \ cosa. "'" cosa„ "^ "^^ ^o^oJx^ L* ^ ^^"^^ J ^j* 
( Si les tiges de suspension rognent sur toute la longueur du pont, les points F 
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§ 521. 

SODE D'EMPLOI DE LA FORMULE FOHDAMERULE. — Nous supposons 
rrcmcle câble parabolique supporte la charge permanente qui règne 
sur" la portion de poutre qui y est suspendue. 

<3'est, en effet, là son rôle, la poutre ne devant intervenir que 

s^i 1 y a des charges accidentelles, pour réduire les balancements que 

celles-ci tendent à provoquer. Ainsi, sous Tinfluence delà seule 

cVm fitrge permanente, la fibre moyenne de la poutre est censée ri- 

{^o ureusement rectiligne. Si po est cette charge par mètre courant, 



el O coîQcident avec les points fixes A et B du càblc. On a Aa?, = lx^ = o.) 
Oailculons les éléments qui entrent dans la dernière formule en supposant, 
coTnme il arrive toujours dans la pratique, la courbe très surbaissée. 
Soit a6 = / la portée de la poutre ou de l'arc AB ; 

Soient fg = /^ la projection horizontale de la partie parabolique FG et / la 
(\cche de cette partie, c'est-à-dire l'ordonnée verticale comprise entre le milieu 
de la corde FG et la parabole. 

Prenons le point F pour origine, en sorte que x^ = z^ = o el soient x, = /„ cl 
w, - 6 les coordonnées du point /. L'équation de la courbe sera 

«0 

dz _ 8/£ 4/ -M* 

d^ ^_8/ 
dx* îï 



rï 'oh 






On a 



dx 2 \dx ) 8 \dxj 
Si, dans cette formule, on fait a: = o, soit -^ = -^^-r , on a 



Si Ton y fait x = Z^, on a 



cosa. 



cosa, 



En négligeant les termes en (-7—) » on retrouverait la formule approchée (2) 

du texte. 

IlL iG 
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ce sera aussi là la tension des barres par mètre courant de tablier. 

Supposons à présent qu'il se produise une surcharge quelconque 
composée d'autant de forces qu'on voudra et un changement quel- ^ 
conque de température. 

Le câble restant sensiblement parabolique, la tension p^ des.^ 
barres sera, en vertu de la remarque faite au commencement di^^j 
paragraphe précédent, amplifiée dans un rapport constant, c'est — - 
à-dire qu'elle sera encore uniforme. Soit /Jq H- gr sa valeur; c'es.^^ 
la constante q qu'il s'agit de trouver. 

Si on la connaît, on pourra considérer la poutre comme déti 
chée du câble, à la condition d'adjoindre aux charges qui la soll 
citent réellement la charge fictive ascendante />o + q» 

Or les charges appliquées à la poutre se composent : 

i" De la charge permanente po ; 

2** De la surcharge donnée quelle qu'elle soit. 



Les forces descendantes p^ provenant de la charge permanec»-^^ 
neutralisent celles ascendantes pareilles provenant de p^ -\- -^ i 
on peut donc faire abstraction de la charge permanente et en'%''/-' 
sager la poutre comme une poutre ordinaire, c'est-à-dire détachtV 
du câble et soumise : 

i" A la surcharge seulement; 

2" A une charge fictive ascendante uniforme de ([^^ par nirlre 
couranl. 

Soient Mj le moment de flexion que la surcharge seule produi- 
rait sur la poutre si elle n'élait pas reliée au câble; soit m le mo- 
ment de flexion que, dans les mêmes conditions, produirait une 
charge uniforme descendante de i''^ par mètre courant, de sorte 
que INI^- et m sont deux fonctions de l'abscisse x qu'on détermine 
par les méthodes ordinaires relatives aux poutres droites. 

Le moment de flexion, produit en réalité sur la poutre regardée 
comme liée au câble, sera 

(0) M = )\, — qm. 

11 sera donc connu dès que l'on connaîtra la constante q. 
On aura, par suite aussi, l'accroissement Q que la surcharge el 
la température déterminent dans la poussée de Tare parla formule 
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cofoae 

O - 9''' 



)CF 



^^sée qui viendra se joindre à celle 

^ ^ la charge permanente. 

mplaçant dans (5) le moment de flexion M par sa valeur 



r- -V on aura 
6>^ 












X I .'. » 

qui donne la valeur de y. 

On voit que la valeur de <jr, par suite aussi le moment de flexion et 
la poussée dus aux actions simultanées d^une surcharge et d\m 
changement de température, s'obtiennent en ajoutant les eflets 
dus à chacune de ces causes agissant séparément. 

Si l'on appelle y' la valeur de q due à la surcharge, on a 



'•M.^^r 



(9) <!=<! = 






et, SI le moment d'inertie de la poutre est constant, 

M^ z dx 

II' r - 



f 



m z dx 
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Si 7" est la valeur de q due à la température, on aura 

(10) q = q = — — , 

nizdx 



(lo bis) ^ = / = -7 



/^mzdx 
El 8-/ 





mzdx 





/ 



suivant que I est constant ou variable. 

Dans toutes ces formules, le dénominateur est à former une 
fois pour toutes; le numérateur varie seul avec le mode de sur- 
charge. 

D'ailleurs l'ordonnée de la parabole, si /est sa flèche, est 

if 

(II) z = f^x^lQ^x), 

Comme dans tous les problèmes de résistance, on commencera 
par faire abstraction de la température et l'on supposera la section 
inconnue de la poutre constante. 

La formule (9 bis) donne alors la valeur de q due aux diverses 
surcharges qu'on peut avoir à considérer; la formule (6), le mo- 
ment de flexion correspondant en chaque point de la poutre, ce 
(|iii permet d'en déterminer le moment d'inertie constant ou va- 
riable de manière à en faire un solide d'égale résistance, par la 
fornuilc 

Il étant sa hauteur et R la tension maxima à laquelle on veut la 
faire travailler. 

On pourrait aussi trouver d'emblée et exactement le solide 
d'égale résistance répondant à une surcharge donnée par la mé- 
thode indiquée d'abord par M. l'Inspecteur général des Orgeries 
pour les poutres ordinaires et que nous avons depuis étendue aux 
arcs ('). 

Ayant la valeur de I, on peut étudier les valeurs de q dues à h 



( •) Voir Noie I à la fin du Volume. 
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texx^pérature par Tune des formules (lo) ou (lo bis); les formules 
( ^ ) el (6) donnent ensuite, Tune la poussée que la température 
clét:crmine dans Tare, Tautre le moment de flexion qu'elle déter- 
nrii mne dans la poutre, ce qui permet de rectifier, s'il y a lieu, la 
bra. Jl ^ur d'abord trouvée pour le moment d'inertie de façon que la 
3om:>tre résiste aux effets de la température. 

J jCS valeurs obtenues pour la poussée permettent, d'autre part, 
le déterminer la section de l'arc qui, elle, est toujours constante 
la.Y=K^sla pratique. 

l^n ce qui touche la température, on voit qu'une augmentation 
de température donne une valeur négative de q et, par suite, de 
la poussée de l'arc. Donc, pour avoir la valeur maxima de cette 
po«:issée et calculer définitivement la section de l'arc, il faut sup- 
poser celui-ci à la température la plus basse possible, comme cela 
est. évident a priori^ ce qui donne à t une valeur négative. 

^u contraire, pour placer la poutre dans les conditions les plus 
défavorables, il faut supposer t positif, en sorte que la valeur ( lo) 
de la force ascendante (laquelle soulage naturellement la poutre), 
soit la plus petite possible. 

Théoriquement, la charge et la température pourraient être 
combinées de façon que la valeur totale (8 bis) de q soit nulle ou 
que la poutre se trouve dans le môme cas que si elle n'était pas rat- 
tachée au câble. Mais cela n'arrive pas dans la pratique. 
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CHAPITRE VIII. 



APPLICATION AU CAS OU IL N Y A PAS DE HAUBANS. 

§522. 

AmieAnm m u ruBsois roisABRiUB au cas ou n mr a i 

lAUBUS. — La marche qui précède est générale, quel qui 
le mode d'attache de la poutre, fût-elle à travées solidaires. 

Nous allons rappliquer au cas d'une poutre à une seule t 
et en supposant d'abord qu'il n*y ait pas de haubans. 

Alors la portée Iq du câble parabolique sera égale à celle 
poutre que nous avons appelée /• 

Le moment de flexion m produit dans une poutre à deux a 
simples par une charge uniforme de i^^ est 

(i3) m = • 



et, comme 



z=^x{l^x), 



le dénominateur de (9 bis) est 

4/ 

(i4) f mzdx=— f xi{l — xydx=^ ^=-^, 

Jq 1 J ^ ' /* 60 i5 

et la tension produite dans les barres de suspension par un* 
charge quelconque est 

(l5) q = q' =z -~ I MsX(l — x)dx, 

Celle due à la chaleur est 

/ cfv i5EI8t 
(»5) 9 = Ç= jîT- 
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si T est constant, et 



(i5^> q = g =- 



si r est variable. 



mxil — t)' dx 



►n voit que la température indue d'autant moins que la lon- 
gue or de la poutre est plus grande. 

I ** Surcharge uniforme. — Pour une surcharge uniforme de p^^ 
régnant sur toute la longueur de la poutre, cette première approxi- 
mation ne peut fournir que q = ps, c'est-à-dire qu'une telle sur- 
charge serait entièrement supportée parle câble. Cela est d'accord 
avec la règle de Rankine, et cela est évident a priori; car, sous 
une surcharge uniforme, le câble reste rigoureusement parabo- 
lique ; si donc on néglige, comme nous le faisons, son allongement 
soit élastique, soit calorifique, il conserve rigoureusement sa 
foriTi^, puisqu'il ne peut exister qu'un seul arc de parabole d'axe 
vertical, de longueur donnée, dont les extréniltés sont deux points 
donnés. 

Par' suite, la poutre reliée à l'arc ne subira elle-même aucune 
flexiom. 

Gela ressort bien aussi, sans calcul, de la formule (9 bis). En 
effet, le moment de flexion M, dil à une surcharge uniforme de 
/>/* est égal à ps fois celui dû à une charge de l'^S; donc 

M, =psm 
*^^ par» suite, 



ifi) - - • 



1 mxil — x)dx 



q =Ps~i =Ps' 

I mx{l — x)dx 



«. 



A.iri si, pour une surcharge uniforme, on est amené à construire 
le cal>l^ de façon qu'il puisse, à lui seul, supporter cette surcharge, 
ainsi c^ue la charge permanente. 

^e JK^ésultat de l'Analyse n'a rien que de naturel. Le câble, on 
I a déj à dit, est fait pour porter les charges uniformes et la poutre 
nedo^^ intervenir que quand il se présente d'autres surcharges, 
de celles que le câble ne pourrait pas porter sans se déformer con- 
sidér^Vjlement. 
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2" Surcharge isolée. — Supposons à présent une surcharge i 
de P^B placée à une distance a de Textrémité gauche de la pc 

D'après la théorie des poutres posées sur deux appuis, h 
ment de flexion M, produit est, à savoir : 

A gauche de la surcharge, soit pour ^ <; a, 
(17) M,= P^^; 

à droite de la surcharge, soit pour x >• a, 

{17 bis) Ms = Pj{l-T). 

Donc 



f Msx(l-x)dx= ^^^ "^^ f x^{l — x)dx-\'^ f x{l 



— j 



La première intégrale est 



/ x^{l-^x)dx= -^(/il—^oi), 

t'o ' ^ 



et le premier terme du second membre est, par suite, 

l>a3(/_a)(4/- 3a) 
12/ 

Le second s'oblicnl en changeant, dans le précédent, a en l 
ce (|ui donne 

'' (/ — a)3a(/^-3a). 



ni 
Par suite^ 



(iS) r Msx{i'-x)f/x 



' ï*a(7— 'x)(h -^ Jt — a^) 



» 

I'2 



et par la formule (1 3), 
(•9) 



5 r a / a \ / a a^ \ 



p 

Selon la règle de Kankinc, ce serait y> quel que soit a ou < 

que soit la position de la charge. Nous trouvons, comme cel 
èlre, que q varie avec celte position. 
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Si la charge est au milieu, j = -; 

C-Iette valeur de q est environ une fois et demie celle y que don- 
no ri* ît la règle de Rankinc, tandis que, si a est voisin de zéro ou 
de? ^, c'est-à-dire si le poids P est près d'un appui, nous trouvons 
ç l>c^£iucoup plus faible que Rankine. 

J^e? moment de flexion véritable en un point de la poutre est 



M = M^ — qm, 



oit 



(. . , M = M, - QJ^Ll^' , 

7. 

soît^ pour X <C a, 

rijt > M = — ^^ — j -X — 

fl, |3CDur;r>or, 

/ r^ ^ - .« P3t., . qxil — X) 

l 'À 

^i la charge est au milieu, on a, sur la première moitié de la 

|)Oiiti:-c, 

-, Vx 'x5 P ., . 

M= — -,x(l — x) 

ou 

'"=t[-S(-î)]-t:h-»)- 

^^1 su j;.ia seconde moitié, les valeurs de M s'obtiennent en clian- 

geant dans les précédentes ^ en x, 

^^■^ voit que le moment de flexion change de signe pour 

soU ù un peu plus du tiers de la longueur de la poutre à partir 
de cUç^cune de ses extrémités. 

*^^ ces points, la fibre moyenne présente des inflexions. 
*^ï^ire chaque extrémité et le point d'inflexion, 11 y a un mini- 



i 
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r 

mum pour 

ayant pour valeur 

M = - rîoôP^ = o,o25P/. 

Depuis le point d'inflexion jusqu'au milieu de la poutre, H le 
moment de flexion est positif et il atteint au milieu son maximiiM^ m 

(24) Mmax=j^P/, 



tandis que si la poutre n'était pas reliée à l'are, ce moment mîi\ 
mum serait 

soit environ 4? 5 fois plus grand. 



§ rm. 

AGTIOH D'UN POIDS TOTAfiEUR SUR UNE SEGTIOH DOHlltE. — D'après I 
formules (19), (i>.2) et ( 22 6/5), le moment de flexion produit da 
une section donnée d'abscisse x par un poids P dont la posili< 
est définie par l'abscisse a est : 

1° Si le poids csl à gauche de la section, c'esl-à-dire pour .r> 

!>/' Si le poids est à droite de la section, soit pour x <C a, 
,l\ M V{I'-'X)r \ 'W-.rar a/ a\l) 

.] ' Si le poids est dans la section même, soit pour x = %, 
V.nf — x) \ 



(c) M 



' — x) i f) .r / j-\ r X / x\~] 



) 



ou, en posant, pour abréger, 

ici) K' -■?)="' 

(//') M = P/Z[i- •'Z(i-+-Zi], 



I- 
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Si dans les formules (a) et (6) on laisse x constant et qu^on 
fasse varier a, on se rendra compte de l'influence que le poids P 
produit sur une section donnée de la poutre pendant qu'il par- 
court le pont. 

Pour discuter ces formules, le plus simple est de se servir d'un 
artifice analogue à celui qui, dans la théorie des arcs, nous a con- 
duit à la considération de la ligne de poussée. 

A cet effet, multiplions les formules (a) et (6) par le produit 

4/ 

qui, pour une section donnée d'abscisse ^, est un paramètre con- 
stant. On obtient, en appelant 

p-./î(-?) 

l'ordonnée de la parabole qui forme le câble répondant à une 
abscisse a, 

(a > 4/M __ i./_a __ 5 p / J_\ 

^ *^ VX{1-X)~ IX 2/V 4// 

et 

(b^ 4/M _ 4/(/-a) 5p/ p\ 

^ *^ Pxi.l-x)" l{l-x) Z l\ 4// 

Les derniers termes de ces deux équations sont les mêmes et ne 
contiennent pas \e paramètre x. Donc ils restent les mêmes pour 
toutes les sections sur lesquelles on veut étudier l'influence du 
poids mobile. Construisons une fois pour toutes la courbe ayant 
pour abscisses a et pour ordonnée ce second terme, soit 

C'est une sorte de parabole passant par les appuis a et h de la 
poutre et symétrique par rapport à son milieu O {/ig. 65, p. aoi). 
En ce point on a ^=/. L'ordonnée est donc 

5 5 f ^2ll 
2 4 r ~ 8 /* 

Convenons de prendre j- pour unité et de représenter ce rapport 
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par une longueur donnée, par exemple par o^fOi, en sorte <\ 
l'ordonnée OCy de la courbe cherchée est^ de cenlimètre. 
La tangente à l'origine x a pour coefficient angulaire 



S 4/_ 



Son équation est donc 



^ 



On obtient donc facilement cette courbe aO'b, C'est celle qu— ^^ *^ 
nous cippeloiib la ligne de poussée, parce que chacune de ses of -^^^-^ 
données représente, à un fadeur prés, la tension q produite dar^ ^J^""^ 
les tiges de suspension et, jiar suite aussi, la poussée Q produit -"^ 
dans l'arc par le poids voyageur à l'instant où il est dirigé suivait -^=^^ 
celte ordonnée. 

Construisons à]>résent pour l'équation (a,) la droite dont l'o ■—"'^^ 
donnée esi 
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Elle passe par Torigine et, pour a = x, son ordonnée est 

4/ 

^^^ • 

l 
IDe même, pour l'équation (6|), la droite dont l'ordonnée est 

/ / — X 

A f 

pa s^e par le point b et, pour a = x, son ordonnée est aussi -j • 

^Menons donc une fois pour toutes Thorizontale kk* dont Tor- 

clox^née est^> soit o",o4. On voit qu'elle passe un peu au-dessus 

du sommet O' de la courbe aO'b, 

J^^ dis qu'ayant tracé la courbe aO'b et l'horizontale ÂA', nous 
po^cjB TOUS étudier l'influence d'un poids mobile (et, par suite, celle 
d'u. jn convoi mobile) sur chaque section de la poutre. 

1 1 suffît de s'occuper des sections placées d'un côté du milieu, 
pa.»:* exemple, à gauche, les choses se passant symétriquement pour 
celles de droite. 

Il y a deux cas à considérer suivant que la section est à gauche 
ou à. droite du point i oii la tangente en a à la ligne de poussée 
couE pe la droite Ak', 

^ioit d'abord une section X à gauche de i. Elle coupe la ligne 
de poussée et la droite kk' en x et a/. Joignons ce dernier point 
*^^^ extrémités a et 6 de la poutre. On voit qu'à l'échelle adoptée 
les jDremiers membres des équations (a^) et (6|) sont représentés 
pat:* les portions d'ordonnées comprises entre la ligne de poussée 
^^1^ contour brisé ax'b. 

dhacune de ces coordonnées est donc proportionnelle au 
■^oirxient de flexion M que le poids voyageur P détermine dans la 
îon X lorsqu'il est placé suivant cette ordonnée, 
e là je conclus que, quand le poids P parcourt la poutre en 
elle minant de a vers 6, le moment de flexion qu'il détermine dans 
^^ Section X est positif tant que ce poids est à gauche de la section ; 
en croissant à mesure que le poids voyageur s'approche de 



^ Section, passe par un maximum que j'appellerai son maximum 
^^^ilify lorsqu'il se trouve dans la section, décroît ensuite en 
^ eo éloignant vers la droite jusqu'à devenir nul quand le poids 
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est sur la verticale du point s où la droite x' b coupe la ligne de 
poussée ; puis il devient négatif, croît de nouveau en valeur ab- 
solue jusqu^a un maximum que j'appelle son maximum négaUj 
qui répond à la position yy' du poids pour laquelle la tangente à 
la ligne de poussée est parallèle à x^ b, puis va de nouveau en dé- 
croissant jusqu^à zéro. 

Donc il y a deux positions du poids défavorables à la section 
I** celle où le poids est dans la section même; 2** celle ou f 
occupe la position yy*. 

Supposons à présent la section considérée en X|, à droite de 1" 
Soit x\ son point d'intersection avec kk'. Joignons x\a et x\b 
les moments de flexion que le poids détermine dans la section son 
proportionnels aux portions d'ordonnées comprises entre la lign< 
de poussée et le contour ax\ 6. On voit que cette fois ce contou 
coupe la ligne de poussée en deux points o- et o-'. Le poids mobil 
détermine un moment de flexion d'abord négatif passaqt, en valeu 
absolue, par un maximum au point 011 la tangente à la ligne d 
poussée est parallèle à la droite ax\\ à partir de là, il va décroi 
sant en valeur absolue à mesure que le mobile s^ approche 
la section ; il s'annule une première fois en o-, puis devient posil 
et croît jusqu'au maximum positif ^,^'j qu'il atteint dans la sec 
tion. Il va ensuite décroissant jusqu'à s'annuler en o-', puis devic 
négatif, croit de nouveau en valeur absolue à mesure que le m< 
bile s'éloigne de la seclion jusqu'à passer par un nouveau max 
inum néfj^atif, puis décroît de nouveau jusqu'à zéro. 



RÉSUMÉ. — La position du point /est facile à trouver. 
L'équation de la tani;cnlc ai est 




f 



celle de riiorizonlalc /»// 



1 - -^ 
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Donc Tabscisse de leur point (lUotersection est donnée par 

u 

/_ _ _^ 

2 lu 

Donc : 

I** Pour toute section placée à plus de — du milieu de la poutre, 

%. ^ moment de flexion dû à un poids mobile atteint un maximum 
ositif dans la section et un maximum négatif dans la moitié de la 
outre opposée à celle qui renferme la section. 
Soient ^maii = xx' et î^'max =^y^'' les ordonnées mesurées à 
J^*" échelle indiquée qui répondent à ces positions et Mmax, M'max 
l^s maxima positif et négatif du moment de flexion. 
On a 

M max = —^—^ - Çma\, 

Ml \ •• \ % /y/ 

max = yj- — ; ma\ 

^/ 
M max = -— r^ ;ma\, 
M max — -- — - ; max, 

^ <^taint l'ordonnée de la parabole formant le câble, qui répond à la 
^^ctîon considérée. 

^"* Pour des sections placées à moins de — du milieu, il se pro- 

^•iî L un maximum positif dans la section et deux maxima négatifs 
^'^ cichors. Ils se trouvent de la même manière. 

^our un convoi, la discussion serait analogue, à Taide des prin- 
^"P^s développés dans la IP Partie de cet Ouvrage, au Chapitre II, 
t. if aux lignes d'influence § 307. 

§ 525. 

OSER KAXIKUH POSITIF DU A UN POIDS YOTAftEUB. KAXIKUH KAZI- 
'O^XIM. — En général, il suffit de connaître le maximum positif, 



\ 



256 3* SECTION. •— GHAP. VIII. 

c*est>à-dire, quelle que soit la positioii de la section, celui qui s 
produit quand le poids est placé dans la section même* On pe 
Tobtenir directement par les formules (d) et {d'). 

Examinons comment varie ce maximum d^une section à l'autn 
La dérivée de M est 




^=P/(.-5Z-i/Z»); 



elle s^annule pour 



ou 



~5-^/55 . 2,4i6 _ 
i5 i5 ' 






Soit a/ la distance du point cherché au milieu de la poutre^ <n 
sorte que 

_ / , a?/ ^\ _.i ^'* 



par suite, 



d'où 



soit environ 



-jj- =o,a5 — o,i6ii = 0,0889; 



7 ==i= 0,197-23, 



5' 



d'où je conclus que le moment maximum maximorum pro 
dans une poutre à deux appuis reliée par un câble, par * 
charge roulante, ne se produit pas quand celle-ci pass^ 
milieu de la poutre, mais quand elle passe dans l'une 
deux sections situées à en{>iron \ de la longueur de lapoutr 
partir de son milieu. Sa valeur est environ 

(^) M = o,o85P/ 

ou, approxîmativemenl, 

Lorsque la charge passe dans la section du milieu, ce qui do 



ne 
au 
es 
a 



me 
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Z = \y le moment maximum qu^elle produit est seulement 

Le moment maximum maximorum qu'un poids produirait sur 
a poutre non reliée à Tare serait, comme on sait, 

M= ^^ =0,25 P/, 
♦ 

loi t environ le triple de celle (rf). Nous pouvons donc encore dire : 



^ moment de flexion le plus grand qu^un poids voyageur 
yue^^e produire sur une poutre à deux appuis simples reliée 
xpcir- un câble est environ le tiers de celui qu elle produirait sur 
IcL r^^ême poutre détachée du câble, et ce moment se produit au 
passage du poids dans chacune des deux sections éloignées 
dit r^xilieu de la poutre d^ environ \ de sa longueur, 

§ 526. 

SUBCHABftE FIXE LA PLUS DÉFAYOBABLE A UHE SEGTIOH. — Supposons 
^ présent qu'on cherche non plus l'influence d'une surcharge mo- 
*^*le sur une section donnée, mais celle d'une surcharge fixe, par 
^^emple, uniformément répartie, mais sur tout ou partie de la 
poutre. On demande quelles sont les portions de la poutre qu'il 
*aut surcharger pour produire le moment maximum dans une 
^^ciîon donnée. Il résulte facilement de la discussion qui précède 
^'^ du principe de superposition des effets élastiques. 

î ^ Que s'il s'agit d'une section X placée à plus de — de son 

P^int milieu, on y produira le moment maximum positif, en sur- 
^"^rgeant toute la partie de la poutre placée à gauche de la ver- 
'*cale de s {fig- 66, p. 252), c'est-à-dire toute celle qui fournit 
^^*ïs la section X des moments positifs, et le maximum négatif en 
Surchargeant au contraire le resle de la poutre ; 

^^ S'il s'agrit d'une section Xi placée à moins de — du milieu 
" ' 10 

^ *a poutre, on obtient le maximum positif en surchargeant la 




IX- 
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partie de la poutre comprise entre les points o- et o^, et le maximu^ m 
négatif en surchargeant, au contraire, le reste de la poutre. 

S'il s^agit de la section du milieu, nous avons vu que les poii 
0" et cr' divisent à peu près la poutre en trois parties égales, 
maximum positif s'obtiendrait donc en surchargeant environ 
tiers moyen, et le maximum négatif en surchargeant les tiers 
trêmes de la poutre. 

S'il s'agit d'une surcharge uniforme, nous avons vu que, si Ja 
poutre entière est surchargée, elle n'éprouve aucun moment de 
flexion. La surcharge est reportée tout entière sur le câble. Dc^ là 
et du principe de superposition déjà invoqué résulte que 3es 
maxima positif et négatif dont il s'agit ici sont égaux, au si^"tt€ 
près, de sorte qu'il n'est utile, en tout état de cause, que de c« 
sidérer l'un d'eux. II n'en serait pas de même s'il s'agissait de s 
charges fîxes non uniformes. 

§ 527. 

AGTIOH D'UN POIDS Y0TA6£UB SUR L£ GABLE ET LES TIftES DE SUSPEHSS 

— Le maximum de y a lieu, d'après la formule (19) du § ^ 
pour la valeur maxima de 

(jui a lieu quand le poids est au milieu. On a alors 

25 P 

^^ Tg7- 

Quand même P est très grand, cela fait une très faible tensioa — 
chaque tige et, par suite, aussi sur le câble. 

§ 528. 

c ''il 

SUBGEABGES DIVERSES. — Surcharges en nombre quelconque. — c* " 
y a des surcharges en nombre quelconque, pour avoir la tension ^ 
qu'elles déterminent dans les barres de suspension, il suffit d'^' 
jouter celles que détermine chacune d'elles prise isolément; d'oU» 



ur 
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a formule (19), 



'-l2'?(-f)(-f-ï> 



mme s'élendanl à tous les poids P d^abscisses a qui forment la 
large. 

rcharges continues. — Si en chaque élément cfa il y a une sur- 
je ps rfa, ps étant une fonction quelconque de a, on aura 

rcharge onilorme sur une moitié du point. — Supposons ps con- 
et régnant sur une moitié seulement du pont. On aura 

^=T.['7('~/')('^"~^)''"- 



nent 



a — l%\ di = Icit' \ 



-=: jp, r OL'n — 'x')ii-hi' — %'^)dx' 



^' = TôPs= \Psy 



i est conforme à la règle de Rankine, car cela revient à ré 
*e sur la longueur totale / du pont la charge totale/?, -• 



§ 529. 

PARAI8OH AVEC LA BÉftLE DE RAHKIHE. — Pour une charge 
e, nous trouvons q beaucoup plus faible que ce que donne 
le de Rankine ou plus fort suivant que la charge est plus ou 
' éloignée des appuis. Quand elle est au milieu de la poutre, 
trouvons 

25 V 
^ = 767' 
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au lieu de 

P 

donnée par Rankine. 

Pour une charge uniforme sur la totalllé ou sur une moitié de 
la poutre, nos résultats s'accordent avec la règle proposée par 
Rankine. Pour d'autres charges uniformes, la règle de Rankine 
cesserait d'être applicable, surtout dans le voisinage des culées. 

§ 530. 

EFFETS D'UHE DILATATIOH OU D'UNE GOHTRAGTIOH DU GAEU SUR LA 

POUTSE. — Si la température vient à croître de la quantité positive 

ou négative représentée par t° C, la valeur correspondante de 

q est (§ 332) 

i5 Kl OT 

el ie moment de flexion correspondant est 

La tension maxima R aux fibres extrêmes d'une section d'ab- 
scisses X sera la valeur absolue de ^— r> en sorte que 

•il * 



\b h X l x\u^ 



Lo maximum de R a lieu au milieu de la poutre, soit, pour 
/ 



x 



Supposons -: -- — , 



R max — -7; --.E ot. 
16 / 



K = ^ X lo'o, = i%-^ T = 32". 

On aura 

R ma\ — = X 10*, 

c'osl-à-diro que le fer ne travaillera du fait d'un changement de 
empéralure de 3 > ' qu'à * de kilogramme par millimètre carré. 
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Suivant que la température sera celle de la pose, augmentée ou 
diminuée de 3a°, ce sont les fibres inférieures ou celles supérieures 
qui seront tendues à f de kilogramme et les autres comprimées. 
Le résultat qui précède s'applique donc à un écart de température 
de 64*». 

Il y a toutefois à ce sujet une objection à lever. Ce résultat 
suppose, en efiet, que les tiges de suspension restent constamment 
tendues, que t soit positif ou négatif. Or l'expression ci-dessus de 
q montre que l'accroissement de tension q de ces tiges est négatif 
si T est positif. Or, pour t = o, la tension des tiges est égale à la 
charge permanente p^. Si la température vient à s'élever, cette 
tension devient 

Po^q ^Po Yit~" 

Pour qu'il y ait tension, il faut donc que 



l 'i Kl OT 
Po~ 

ou 



Po jfT- > ^ 



Ainsi, supposons un arc de loo™ d'ouverture et de lo"* de 
'ch^ relié à une poutre en fer, en sorte que //^'^^lo*. Pour 

= 3 a'» et E r= 2 X 10*®, := j on doit avoir 

7 

- I 10*^ X 7 X 10^ 

\ 

I ^ 7/^0 



9600 



^^ pont de Lamothe, qui répond à peu près aux données 
admises, la charge permanente pour chaque ferme est d'environ 

Po ■■-. 800''^, 

Je sorte que l'inégalité devient 

i ^^ — 1 
là 

^l 06 saurait être douteuse. 
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§ 531. 

RÉSUMÉ ET BÉftLES PRATiaUES. — i"" Il résulte de tout ce qui pré- 
cède que plus une surcharge se rapproche de runiformité, moins 
elle fatigue la poutre et plus elle fatigue le câble et les tiges de 
suspension, et vice versa. Il faut donc déterminer la poutre de 
façon qu'elle résiste aux plus fortes charges isolées et le câble et les 
liges de façon qu'elles résistent aux plus fortes charges uniformes. 

a** Pour la poutre, il convient de lui donner un moment d'inertie 
qui soit environ le tiers de celui qu'on lui donnerait si elle 
n'était pas reliée au câble. 

Si l'on veut que le pont livre passage à des véhicules à un essieu 
de 1 1 tonnes ou à deux essieux de 16 tonnes, ce qui ferait, avec 
le poids des chevaux, environ i3 tonnes dans le premier cas et 19 
à ao dans le second, on déterminera le moment de flexion M, que 
la plus forte de ces charges produirait au milieu de la poutre si 
celle-ci était détachée du câble; on en prendra le tiers et Ton cal- 
culera le moment d'inertie à donner à la section d'après le résultat 
obtenu. 

Si /est la portée, on aurait 



On prendra 



et 



M,- 


4 


M -.-- 


P/ 
1?. 


M/i 


Vlh 


uR 


" 24 R 



Toutefois, si Ton veut arriver à la plus grande économie pos- 
sible de matière et constituer la poutre en solide d'égale résistance, 
on devra envisager un certain nombre de sections et leur donner 
le moment d'inertie voulu pour qu'elles résistent à la plus grande 
fatigue qu'elles puissent éprouver de la part de charges fixes ou 
mobiles (§§523, 5î2l,oî2o). 

'V' Pour le cahie et les tiges, il faut considérer le poids perma- 
nent />o cl la surcharge uniforme réglementaire. 

Toutefois, si Ton accepte qu'une file de voitures de 16 tonnes 
pesant 20 tonnes, chevaux compris, puisse passer sur le pont, en 
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ettant que chaque véhicule avec son attelage tienne une lon- 
ir de 20", cela suppose i tonne par mètre courant de pont, 
5oo''* par mètre courant de ferme. 

anc, si les prescriptions réglementaires permettaient une sur- 
ge de moins de 5oo*'*, il conviendrait de prendre néanmoins 
: dernière. 

ins ces conditions, on déterminera la section du câble suivant 
)rmules ordinaires. 

Quant aux tiges de suspension, il paraît très exagéré, si l'on 
3t des véhicules à un essieu de 1 1 tonnes, de les calculer de 
1 que chacune puisse porter la moitié d'une telle charge, 
jue les charges isolées, comme nous l'avons vu, se répartiront 
riquement entre toutes les tiges et pratiquement entre ^un 
d nombre d'entre elles. 

)us croyons que si, dans le calcul des tiges, on admet une 
ge uniforme double de celle admise dans le calcul des câbles, 
l'en outre on les fasse travailler seulement au tiers de la ten- 
maxima admise pour les câbles, on aura toute sécurité. 
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CHAPITRE IX. 

s 

APPUCATION AU CAS OU IL Y A DES HAUBANS* 



A. TRAVÉE CENTRALE. 



§532. 



mUiàTIIII gOWMIIBli Dim MtinODB XIACn; WÈOJSn 

— S'il 7 a n haubans, on pourrait résoudre le probltoie i^gpo'sm- 
reusement à l'aide de la théorie des poutres à travées soUdaix-c^â». 
On déterminerait le moment M^ dû à la surcharge en r^;ardan^ Mm 
poutre comme détachée du câble et en supposant les appuis, c^^ 
à-dire les points d'attache des haubans, fixes; on détermine] 
dans les mêmes conditions le moment de flexion m dû à une 
uniforme de l'^Bparmèlre. On en conclurait (§ 521) 



/ 



Msxdx 



mzdx 



s. 



Iq étant la longueur de la travée centrale ou la longueur totaX^ ^^ 
la poutre suivant que Tune ou l'autre porte des tîgês. On at»^*^^^' 
par suite, le moment de flexion vrai 

M = M, — g m. 



On en déduirait les réactions N/ sur les appuis ou p^^ ^^ 
d'attache des haubans (§ 395). 

Or, si Ti est la longueur du hauban aboutissant au point 
tache caractérisé par Tindice {, si ^i est son inclinaison sur la. 
ticale et si Ton désigne enfin par H la hauteur au-dessus ^ 
fibre moyenne, du sommet de la pile où sont attachés toa^ 



'at- 
les 
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bans, la tension du càhie sera 

N/ 

CCS p/ 

>\ Ton veut qu'il travaille à la tension maxima R par unité de 
Tace, on cherchera la valeur de N, max répondant aux combi- 
nons de charges les plus défavorables et Ton calculera la section 
Su hauban par la formule 

N/ max 



S/=. 



R cos 3i- 



>i Ton ne veut pas se contenter de cette première approximation 
cnue en regardant, contrairement à la réalité, les points d'at- 
16 comme fixes, on observera que, sous une charge parti- 
Lère, donnant la réaction N/ et, par suite, la tension par unité 
surface 

S/ cos 3/ ' 

Longement du hauban, Eq étant spn coefficient d'élasticité, sera 

Ko S/ cos ^z 
^abaissement vertical de son point d'attache 

^'^ Ko S/ cos* p/ KoS/H«' 

in pourra alors chercher les moments de flexion dus à ces 

issements qu'on avait d'abord négligés et faire ainsi un calcul 

seconde approximation. 

lais, en réalité et pratiquement, la travée centrale peut être 

sidérée comme encastrée à ses extrémités. 

M on la regarde comme simplement appuyée, et qu'on lui donne 

tout le moment d'inertie correspondant à la section lu plus 

guée en se conformant aux règles exposées aux paragraphes 

cédents, on sera également certain de sa résistance. 

ii l'on veut la regarder comme encastrée, la marche à suivre 

i celle-ci. 

Supposons-la soumise à des surcharges en nombre quelconque. 
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Soit P l'une des charges, a son abscisse comptée depuis F 
mité gauche de la travée centrale. 

Le moment de flexion M^ dû à une charge isolée est : 

I** Pour x<aL (charge à droite de la section considérée) : 
(I) M,= ^^i!;=ill![(/,+ a«)*- /,«](»); 

9? Pour or > a ( charge à gauche de la section considérée) r 
De là on tire 

On obtient / Msx{to — x)dx en changeant dans cett^^ ei- 
pression a en /q — a,|Ce qui donne 

n I --(^0- «)'-+- ^/o(/o—a)«—^/J-a)|. 

Ajoutant les deux expressions, on aura 



f MgX{lo—x)dr = 





PaV^o-a)» 



12 



En faisant P = rfa et intégrant de o à a, on a 



(3) 



C^'^.^d ^\^^ '^x3o /J 



ce qu'on déduirait aussi de l'expression 

(4) m—- — -"--+-- a: (/o — J"), 

qui répond aux poutres encastrées. 



(') Voir noire Statique graphique, II* Partie, p. 119. 
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Par suite, 



f mx^U-x)dx "••• 

Pour une charge isolée, 



SI la charge est au milieu de la poutre, a = ^ /q 



(e> __=-__, 



3o P jj P 
16 / - 8 / 



qui est presque le double de la valeur qui donnerait la règle de 
Rankine. 

superposition, on obtient q^ quelles que soient les charges, 



<8> ^=|^2''^'(^«-^)'' 



3o 

r* 



^t le iDoment de flexion 



(9) M = M,~7/?i. 

^--^xx a, s'il y a plusieurs charges, d'après les formules (i) et (i'), 



l M, = 2 7r[(3/o-aa)(/o-:r)-/o(/o-a)] 
(io> ) « 



/ 

-^2d T* ^^ ^«-+- 2a)j' — /oa]. 





X 



§ 533. 

^^2TI0I PRODUITE PAR UN P0D8 VOTAfiEUR. — Les formules (i), (i')? 
^^/ et (9) donnent pour le moment de flexion produit dans la 
^^tîon d'abscisse x par un poids voyageur P à Tinstant où son 
^*^scîsse est a : 
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i** Pour x>0Lf c'est-àrdire si le poids est à gaache de la secUi 

M=^[(3/,-ace)(/.-ar)-/,(/o-«)] 
^"^ ^ 3oP.«(/«-«)* r 'j.'»/. «M. 

2^ Pour â? <^ a, c'est-à-dire si le poids est à droite de la secti«-«^=3n : 

IM = ?i^2^=-î^ [( /o-4- aa)a7 - /oa] 
'S 

3*^ Pour a; = a, si le poids est dans la section même, 

9 



<») M ■■ ''"^^"^ 



■^?.(-0] 



II 

L'ordonnée de la parabole formant le cible a, pour expres^£«>D, 
Posons 

en sorte que z' représente l'ordonnée positive ou négative ^^ 
câble comptée depuis Thorizontale passant aux f- de la flèd»^^ 
partir de son pied. 

Je multiplie les deux membres des équations (a), («i)^ ^ ' 

8/" 
par ^ , ■ , il viendra 

1° Pour ^ <;a, 

<"■> .^.=a)'[('-i)(-£)-(-s]if-a)'(- ^>'- 

2° Pour a > X, 
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J° Pour X^rr.rL^ 



m.-{^^--)m-ïï 



^e construis une fois pour toutes la courbe qui a pour or- 
mée 



nm-ff 



Elle esfsymé trique par rapport au milieu de la poutre, tangente 
1 fibre moyenne /g (Jig- 67, p. 270) en ses extrémités / et g. 
n ordonnée du milieu 00' est 



-x;a)'(-0'"fê=T 



Prenons deux centimètres pour'représenter Tunité, en sorte que 
y est 



i5 i5 . , 
2 X -rr- = — centimètres. 

o 4 



*es points d'inflexion / et y' ont pour abscisses 






t-à-dire qu'ils sont à 0,288 / de part et d'autre du milieu ou à 
3 eu plus du quart de la longueur de la travée à partir de son 
eu. Les ordonnées correspondantesy'iy, j\f sont : |j = |. 
•ette ligne n'est autre que la ligne de poussée, 
^ construis à présent les courbes dont les ordonnées sont les 
ïiiers termes des seconds membres de (a') et («,), les abscisses 
it a. Pour chaque section d'abscisse x^ la première est à con- 
ire pour les abscisses a allant de o à x et la seconde, au con- 
ï*e, pour les abscisses allant de a: à /q- Pour a = jc, les deux 
i^bes ont même ordonnée, à savoir 



-^'(i)'(-i)" 
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Construisons d'abord cette courbe, c'est l'analogue de rfav-' 

zontale X'A'quia servi (§523) dans la poutre à deux appuis slmp^- 

Elle est symétrique par rapport au milieu de la poutre, tang^^" 
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a fibre moyenne fg aux extrémités /et g de la travée centrale. 
Elle admet les deux asymptotes verticales définies par 



^7,('-fj = 5 



Z^e sont précisément celles qui correspondent aux points d'in- 
c.ion j et y de la ligne de poussée. 

311e se composera donc des deux branches //t et gkj pour les- 
lî'lles les ordonnées sont de signe contraire à celles de la ligne 
poussée et qui sont, pour cette raison, placées au-dessous de 
p la ligne de poussée ayant été placée au-dessus; et d'une 
L nche supérieure /i| A*oA|. 

C-i^ordonnée OAg, qui répond à j- =:: -? est 

Oko = 3. 

iZes deux courbes construites, si nous considérons une section 
^Iconquc, par exemple celle (IV) x^x\ d'abscisse x, les deux 
-Hiches de courbes x\/ el x\g qui représentent les premiers 
rues des seconds membres de {a') et {^a\) partent Tune et 
t tre du point x\ où cette section coupe la courbe hik^k qui 
ot d'être définie et sont tangentes en / et g k Taxe des x. Elles 

issent des propriétés suivantes, dont la démonstration est facile 
près leurs équations et qui sont détaillées dans notre Statique 
^phique, IP Partie, p. 122. 

^i la section considérée (IV) est dans le tiers moyen CC, ces 
» rbes présentent leur concavité vers le haut. Comme elles pas- 

t au point x\ et sont tangentes à /g en / et g^ elles ont la 
^^e/x\g et peuvent être tracées en quelque sorte à vue. 
^i un poids mobile occupe une position quelconque, le moment 
flexion M qu'il détermine dans la Section IV est proportionnel 
^ portion de l'ordonnée comprise entre le pourtour fx\g et la 
rfce de poussée ; soit !J cette portion d'ordonnée mesurée à l'échelle 
iiquée de l'épure. 
3n aura 



-' Y 



M = I'/,:^ 
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OU 

<»-) '-¥K(-f.)-5]- 

Le crochet est positif, en sorte que M a même signe que s* 

Par suite, le moment offrira un maximum positif, quand le poids 
passera dans la section, et un maximum négatif, mais ici plus 
petit en valeur absolue. 

2° Si la section, comme celle (III), est dans un tiers extrême, 
celui de gauche, par exemple, et à droite du point y i, la branche 
de gauche fx\ a une forme analogue à celle fx\ ; elle présente sa 
concavité vers le haut et ne coupe pas Taxe des x\ celle de droite 
x\g^ au contraire, coupe cet axe et présente un point d'inflexion. 
L'ordonnée X^ présente un maximum positif 5:3X5 quand le mobile 
passe dans la section, et un maximum négatif u^u^ quand il passe 
sur la verticale où les tangentes en f/3 et «', sont parallèles. Il eo 
est, par suite, de même du moment de flexion M, en vertu de l'é- 
quation (6''). 

3** Si la section considérée, comme celle (II) passe à gauche de 
l'asymptote y I, la branche de gauche fx^ présente sa concavité 
vers le bas et est très voisine de la courbe/A ; celle de droite x\ lî^g 
coupe encore l'axe des x et présente une inflexion. L'ordonnée ÎJ 
présente cette fois son maximum négatif x 2 x\(\KJLdiTià le mobile 
passe dans la section, et son maximum /JO^/^f/ quand il passe en 
dehors de la section sur une verticale Wjw'. facile à déterminer sur 
l'épure. 

Mais, comme ici le facteur entre crochets de l'équation (6") est 
négatif, il s'ensuit que c'est toujours le maximum positif de M qui 
se produit dans la section, et le maximum négatif hors de la sec- 
tion. 

4" Pour la section d'encastrement (1) de gauche répondant à 
X =^ o, la branche de gauche, celle qui, pour les autres sections, 
est tangente à rare des x en f^ n'existe plus : il n'y a que celle 
(le droite. Son ordonnée a pour expression, comme le montre l'é- 
quation [a\ ), si Ton y fait x zzz o, d'où z' -^ ^- > 



a \' a 



'■^"-7^/ /o 
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dont le maximum a lieu pour -j- = - et est 



p 4 xia i6 

l^c = = — • 

27 9 

Son inflexion a lieu pour -r- = - et l'ordonnée correspondante 
est 

2 9 

Le moment de flexion que détermine le poids voyageur dans la 
section d'encastrement, moment mesuré par les portions d'ordon- 
nées comprises entre la ligne de poussée et celle fcg va d'abord 
croissant à mesure que le mobile s'éloigne de la section d'encas- 
trement, atteint un maximum positif ^9^, puis décroît jusqu'à zéro, 
en 5 ; il devient ensuite négatif, croît en valeur absolue jusqu'à un 
mcucimum négatif zz' et décroît de nouveau jusqu'à zéro. 

L'équation (fli), si Ton fait x = o, donne 



M 



'^'•[li-rJi-'-m 



qui montre que le point s où le moment de flexion, dans la sec- 

tion d'encastrement, s'annule, répond à l'abscisse a = - /o du poids 
voyageur. Les maxima jy^ et zz^ répondent à 



soit 
ou 

soit sensiblement 

OH 

et 






iCa' — 8a/o-t- /? = o 



a 4±ti,45 



/o ïo 

d' Iq oc' 

Y =0,645, — -. =0,355, 

«0 '0 

a' .. Iq — a . 

7- =o,iJ3, — =0,845; 

«0 *o 
III. 18 
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ON 

M' -- o,oJ9P/o, 
M'=^ — o,oiiP/o. 

5" Si nous revenons à présent à la section (IV), nous voyons 
qur Ir moment maximum positif qu'y détermine le poids voyageur • 
à riuHtant où il passe dans la section même est plus grand que le 
maximum nrgatif qui se produit hors de la section ; mais, si la sec- 
lion considérée se rapproche indéfiniment de (I), le premier de 
v.vs maxima diminue jusqu'à zéro, tandis qu'il n'en est pas de 
mi^me du second qui devient zz'. 

Donc il existe une certaine position Ç de la section pour laquelle 
ces deux maxima sont égaux. 

Pour les sections comprises entre Ç et /, c'est le maximum en 
dehors de la section qui l'emporte; pour les sections comprises 
entre Ç et O, c'est le maximum dans la section. 

Un point l' jouissant de la même propriété se trouve à droite 
du point (7. Ainsi : 

1/ (\rist(\ (/ans la troKéCy deux points symétriques Ç et ç', tels 
t/ut\ si /\)/i considère une section quelconque de la poutre com- 
prise entre ces deux points, un poids voyageur y produit le 
moment de flexion maximum ii r instant où il passe dans la 
section, et ce moment, si x est rahscisse de la section comptée 
depuis l extrémité 1:0 uche de la poutre, est 



./> M- ,v.,,.,_.,..[5_.,;-,.-fj] 



N/. </(/ eontnu're, on considère une section non comprise 
entre les points ; r'/ ; » le moment maximum quy détermine 
an poids vo\itfeur ne se produit pas éi l'instant oit le poids se 
/ •.;»»/ sl^tns à; section même. 

IVur aNoir l\ib<.-i<>o .r vlu point ;. il faut exprimer que le mo- 
luoul po^ilit v|ui >\ rroduit quand le mobile y passe, moment 
v*\pnnu* par l\\ji:ativ>:i .:" . <;>: f^ul au nuximum nèiralif. Ce der- 
nier ^0 irvHixc >ur Vçpurx*. \\ <e dêJuinît aussi de l'équaiion fa/) 
on c*i:rïi^aiît ,': .*uî-v ^e:::^ -:-iuA-ion eî sa de r:\ee. ce qui donnerait 
lo utAMiuiun :*.cj:atiî vi;* ^I rx" rondin: i une section quelconque. 
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en fonction de son abscisse x et égalant sa valeur absolue — M 
au second membre de (6^). 

4® Pour les deux sections faites suivant les asymptotes y i ety'j, 
les ordonnées comprises entre la ligne de poussée et celles /A, gk 
et htkoki sont infinies. Cela tient à ce que ces ordonnées repré- 
sentent non pas les moments de flexion M, mais les produits 

et que les deux points / et f répondent à >s' = o. Les équations 
(a'), (a'j), multipliées par >3', donnent directement pour 5' = o, 
c'est-à-dire en ces points y et y' ; 

,.p„„<,.. ^=(jy[(3-.£)(,_|)-(,-i)] 



2? Pour a > j? 



*• iVo~ V lo) Lv"^ hjlo loi 



où il faut remplacer x par sa valeur 



Iq '1 6 



Ces valeurs de M sont les mêmes que si la poutre n'était pas 
reliée au câble. Ainsi : il existe, dans la poutre, deux points 
symétriques j\ et j\ dont les abscisses comptées depuis ^ extré- 
mité gauche de la poutre sont 

et qui sont tels que le moment de flexion qu^y détermine un 
poids voyageur est le même que si la poutre n^ était pa^ reliée 
au câble > Pour chaque position du poids voyageur définie par 
Tabscisse a, le moment de flexion y est donné par l'une des équa- 
tions (/). Le moment maximum s y produit, d'ailleurs, quand le 
poids est placé dans la section, soit pour a = ^, et a pour expres- 
sion 

(A) PxV.-x).[9-.5|(.-0J=aP/x± = ^^ 



276 3* SECTION. -- CHAP. IX. 

§534. 

CMw aiDsim» nkfwm MELâim» a vàsxm Dim mm fou 

— Si l'on ne veut pas opérer exactement, on pourra procéder 
à l'aide des équations (a) et (a^ )• 

I® Sur la section d'encastrement de gauche, soit pour x 
un poids P d'abscisse a produit un moment de flexion 



„=_î<i^.(,_i.), 



ses maxima M' et M' sont donnés par -^ = o, soit pour 

/o ÎT"' 

d'où 

y = o,645| y = o,i55y 
•0 *o 

et sont 

M' = — o,o49P/«, M'' = o,oi4P/o. 

La plus grande des deux, en valeur absolue, est 

Mmax = o,o49P/o» 

2° Pour les sections voisines, le moment maximum est en 
plus faible; on peut donc conserver cette valeur jusqu'à une 
lion d'abscisse x donnée par 

'•!(l)'(-s)'[-'-'ï(-n)]i = °'"«^'- 



ou, en faisant -7-11 — y- ) = Z, 



d'où 

et par suite 

et 



Z*(|-i5z) =0,049, 



Z = 0,245, 



j- =0,948 

*0 



I — -T- = o,o52. 

«0 
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3** Pour les seclions comprises enlre ce point et le milieu de la 
poutre, le maximum sera 

Mmax=P..(/.— )'[f^.5|(.-fj]. 

ce qui donne le moment maximum maximorum au point défini 
par 

^ _0 ou Z-y 

d'où 

y = 0,223y 

et le moment maximum maximorum cherché est 

-^(- ^) = --.p/o= — P/o=o,o6P/o. 

4° Les mêmes valeurs se reproduiront symétriquement sur la 
moitié de droite de la poutre. 

5® Si l'on a un convoi, il conviendra de faire l'épure du para- 
graphe précédent, d'où l'on déduit non seulement Taction d'une 
charge isolée, sur toutes les sections, mais celle du convoi, à 
l'aide des principes exposés au passage déjà mentionné de notre 
Statique graphique (II* Partie). 

§ 535. 

EFFETS FR0DUIT8 SUE UHE 8EGTI0I DQHHÉE PIE DES GOMBlîlISOIS DE 
GHAEftES FDŒ8. — La même épure indique aussi quelles sont les 
portions de la poutre qu'il convient de surcharger par des charges 
fixes, lorsqu'on admet qu'elles peuvent régner sur tout ou partie 
delà poutre pour produire, dans une section donnée, les moments 
maxima. 

Par exemple (yî^. 67, p. 270), pour la section d'encastrement/, 
il faut surcharger la partie de la poutre comprise entre/ et s pour 
obtenir le moment de flexion maximum positif et laisser le reste 
vide, et surcharger, au contraire, cette dernière partie et laisser 
la première vide pour obtenir le maximum négatif, puisque toute 
charge placée dans la première partie fournit un moment positif et 
toute charge placée dans la seconde^ un moment négatif. 
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Les valeurs des momenls sont données soit par les équations (a) 
et (ai ) ou par les ordonnées de l'épure comptées depuis la ligne 
de poussée, en observant que ces portions d'ordonnées représentent 
les premiers membres des équations (a') et (a',). 

§ 536. 

ICTIOH D'UHE GHARfiE OU D'UI 8TSTÈMG DE GHARfiES SUA LES TUES SE 
SUSPEUSIOI ET LES GABLES. — La tension q produite sur les tiges de 
suspension par un poids unique P d'abscisse a est donnée parla 
formule (6), (§332), 

3oPa>(/o~a)« 
^ = 75 

et, pour des charges en nombre quelconque, 

•0 

La poussée correspondante de l'arc est 

§ S37. 

EMPLOI DE HAUBANS INFËBIEÏÏES CONTEE CERTAINS EFFETS DE LA TEMPÉ- 
RATURE. — Si la température du câble s'accroît, la poutre tend à s'a- 
baisser et l'on verrait, comme pour la poutre simplement appuyée, 
qu'il en résulte de faibles efforls élastiques. Si la température baisse 
et que le câble soulève la poutre, alors les haubans cessent d'être 
convenablement tendus. Il faut donc envisager non plus seulement la 
travée centrale/^ de longueur l^ en la regardant comme encastrée, 
mais la poutre entière de longueur / comme simplement appuyée 
à ses extrémités, que nous désignons toujours par les lettres a elt, 
comme dans la /?^. 64 (p. 228). On aura donc à appliqueras for- 
mules du § 530 et l'on verra encore qu'il en résulte de faibles forces 
élastiques. Par cela même que les forces sont faibles, on conçoit 
que, par quelques haubans placés au-dessous de la poutre, on 
puisse s'opposer à ce mouvement qui, s'il n'a pas l'inconvénienl 
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de produire une fatigue directe sur la poutre, a celui de détendre 

les ïmaubans et de faire ainsi que, les travées extrêmes n'étant plus 

sou tenues sur toute leur longueur, se trouvent dans de mauvaises 

coxmditions pour supporter les charges auxquelles le ponl doit livrer 

passage. 

Il est donc intéressant de rechercher quelles sont les tensions 

q\M^ ces haubans inférieurs auraient à supporter pour s'opposer au 

soi^l^vement de la poutre par TefTet d'un raccourcissement calori- 

fic^ mm^ du câble. 

JL^SM. tension q que détermine dans les tiges de suspension un 

aoc^K*oissement de t** (positif ou négatif) de la température est, 

co wm^ me nous l'avons vu (§ 521 ), 

EIot/ 



X 







Ic^i m est le moment de flexion produit par une surcharge uni- 
foï'ime de i''* régnant sur la travée centrale/^ seulement {fig. 68, 
p- îaSo) et ce moment doit être calculé en considérant la poutre 
er^t-î^reafc comme simplement appuyée à ses extrémités. 

CHomptons les abscisses depuis le milieu O de la poutre. Alors 

les limites de l'intégration, au lieu d'être o et /q, sont ei -\ — - 

cL SI cause de la symétrie on aura 

EIot/ 
q= ,^ , 



2 / niz 



dx 



^^ appelant x' les abscisses comptées du point O. 

'-■«s réactions des appuis sont - • Appliquons en j deux forces 

^S^les et opposées — et — —• 

*-e moment de flexion en un point G de la travée centrale fg 
*^ Compose du moment du couple (^^ — ~\y soit 

-^ X af — — 

a '17. .\ 



i8o 
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et do moment de flexion qui se produîtait si les appuis étaient en j 
et g. Donc 



^ /,(/-fo) l/fj 



m=— ^_- + -(^-y. 



)•- 



4 « a 



D'aillenrs, l'ordonnée du cible est 



-'(-^) 



Pig. 68. 



4 



4r- 



^r 



Ê 



M 



05'-—*- — *ÎG 



t 



:J 






Donc 



/. 






d'où 



/(7")*(' 



^è)=f.a-)'*"-"->. 



^=- 



3oEIôx/ 



/('|)*(5/-3/o) 



La charge lotale sera donc 



3o El $T / 
//o(5/-3/o) 



Et chaque système de haubans placé à Tune des extrémités du 
pont devra supporter la moitié, soit, s'il y a un abaissement de 
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température de t'**= — t", 

/•/o(5/ — 3/0/ 

Si t'=: 28**, 8= — —y ût'= 4 Xio~*, E = a X io'« et, si 



roooo 



■.-^■r 



ce sera 

3oI x4 xio< _ 4 xial xio^ 

Si /== — /, /=-- loo"*, on aura 

4 X fil X 10^ 

/ 

Supposons que la poutre ait 2"^ de hauteur et se compose de 
quatre cornières de o°*,oi avec o",io d^ailes surmontées de tôles 
de o™,o5 d'épaisseur. 

On aura environ 

I = 0,01'2 = 28 X 10-'. 

Donc la charge verticale ascendante serait 

_ 4 X i'2 X '28 X 10 ., 

P — -= I9'20''*. 

On peut s^y opposer par un hauban placé à chaque extrémité de 
chaque câble. Il éprouverait une résistance verticale 

p 

— < 2000''8, 
2 

c'est-à-dire beaucoup moindre que celle de 5*, 5, produite par une 
charrette de 1 1 tonnes. 

Et CD réalité, la charge serait encore moindre, puisque nous 
n'avons pas tenu compte des appuis des deux extrémités de la 
poutre, lesquels supportent une partie de la réaction. 



<ae 




r- 
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B. TRAVÉES EXTRÊMES. 

§ 538. 

HAUBAHS SUPÉRIEURS ET TRAVÉES QU'ILS PORTENT. — On détermf ^^ 
d'ordinaire les haubans supérieurs de façon que chacun d'eux, si^^P 
posé existant seul, puisse supporter sa part de la charge par 
nente, plus une surcharge qu'on suppose égale à la moitié 
1 1 tonnes. 

Soit Pla charge verticale à laquelle doit ainsi résister un haub 

Désignons par /•/ sa longueur, par P/ Tangle qu'il fait avec la v 

ticale. Sa tension sera 

P 

cos [i/ 

On voit ainsi que cette tension est d'autant plus grande q -^e 
l'angle j3/ est lui-môme plus grand. On serait donc amené, po ^^ 

que tous les haubans travaillassent à une même tension R', à le ^ï* 

donner des sections croissantes en allant des piles vers le mili ^^u 
du pont. 

Mais, au point de vue de leur fabrication, il est plus commo 
de leur donner à tous la même section. On adopte naturellemi 
la section la plus défavorable, celle du hauban le plus voisin 
milieu du pont. 

Cette solution a l'inconvénient de conduire à une grande 
pense de matière. On peut la diminuer un peu en espaçant ii 
gaiement les points d'altachc. 

Mais là encore il peuty avoir intérêt, au point de vue delà c 
slruction, à ce que l'espacement soit uniforme comme celui 
poutrelles transversales. 

On doit toutefois observer que cette dépense de matière n 
pas tout ù fait sans utilité. 

Car, si les sections des haubans sont un peu exagérées, il 
résulte une grande fixité dans les deux travées de rive et, par su 
aussi dans la travée centrale. 

Les haubans de fort diamètre résistent d'ailleurs aussi dans 
certaine mesure à la compression, c'est-à-dire au soulèvement 






«est 

en 
le, 



-de 
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la poutre, soit par reflet de la température, soit par celui de 
charges placées au milieu de la travée centrale. 

On peut cependant, si on le désire, en faisant intervenir la 
raideur de la poutre qui, dans les déterminations dont il vient 
d'être parlé, n'entre pour rien, faire en sorte que les haubans, 
jnéme également espacés et d'égale section travaillent tous de la 
même manière sous Tinfluence d'une charge donnée une fois pour 
toutes, mais arbitrairement choisie. En eflet, so\l Ai (/ig', 69) le 

Fig. Hi). 




hauban n® /, dont la longueur et Tinclinaison sur la verticale sont 
respectivement 77 et P/. 

Nous appellerons H la hauteur Art. [Nous supposons qu'on dé- 
termine la travée extrême af de façon qu'elle résiste abstraction 
Faite de l'appui «, c'est-à-dire en la supposant libre à son extrémité, 
i/enant simplement buter contre la paroi verticale de la culée. Si 
3lle tient dans ces conditions, elle résistera a fortiori Adius la réalité. 

Ceci posé, soit S la section commune à tous les haubans. Si l'on 

fc^eut qu'ils travaillent tous à une même tension R', ils s'allongeront 

L.OUS de la même quantité 

H' 

TTT» 



par unité de longueur, E' étant leur coefficient d'élasticité, 
Donc celui A/, de longueur r/, s'allongera de 

.H'/v 



■-'iT* 
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et si Ton appelle iif==:yi rabaissement du point d'attadbe 

suite de la flexion de la poutre, il sera venu prendre la positionÀs» .-2 • 

Menons ik perpendiculaire à Af. 

L'allongement ci-dessus est aussi égal à kH ott j^icos^i* 

Donc 

- E ^/ 1 JL f 



ou 



r/= gr|î(H«-4-arî)» 




en appelant Xi-=ia l'abscisse du point d'attache i, comptée 
puis l'extrémité de rive a de la poutre. On voit donc que n, 
e£fet, tous les haubans travaillent de même, quelle que aoit \em 
section, la poutre fléchira de façon que les points d'attache vienne::: 
se placer sur une parabole du second degré dont la verticale a A 
l'axe. Comme les points d*altache sont très rapprochés, on 
admettre que la fibre moyenne tout entière foripera un arc 
cette parabole et qu'ainsi l'équation de la fibre moyenne déforma 
est 

d'où 

dx^ " eh' 

Le moment de flexion M, en un point quelconque, sera donc, ^" 

vertu de Téqualion 

d^y 

dx^ ' 

. , ., 2E RT 

Cela étant, supposons qu^on veuille que ces conditions d'ég 
résistance soient remplies sous Taction d'une charge quelcon 
se composant de la charge permanente Pq et de surcharges isol 

appliquées respectivement aux points d'attaches numéros 
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Le moment de flexion IVf , au point d'attache n" i, proviendra : 

i^ Des charges données qui agissent à gauche de ce point; 

2^ Des réactions verticales agissant sur les points d^attache 
)lacés de même à sa gauche ; 

3° Des efforts que la partie considérée af de la poutre peut 
iprouver dans la section /, par suite de charges existant dans la 
ravée centrale. Ces efforts se composent du moment d'encastre- 
aent trouvé parles précédentes recherches et de Teffort tranchant 
[ans la section d'encastrement /, lequel se déduit aussi de ces 
fiémes recherches, puisque l'effort tranchant est la dérivée prise 
n signe contraire du moment de flexion. 

Appelons M/ et T/ les valeurs ainsi trouvées de M et T dans la 
ection /. 

Appelons, comme précédemment, / la longueur totale du pont, 
Q la longueur de la travée centrale, d'où 

. l-h 
fa = • 

Le moment de flexion cherché sera 

M = _ P^ jrf -2 PjTj +2 Ny^y, 

f=n i=n 

m appelant 

X — X 

•À 

es abscisses comptées de l'extrémité / et Ny la réaction au point 
l'attache répondant à l'indice y. 

Mais la tension par unité de surface de chaque hauban étant R' 
H la section S étant aussi la même pour tous, leur tension sera 

R'S. 

Sa composante verlicaie pour le hauban n^y est donc 

R' S R'S 

Voix 
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On connaîtrait donc M si Ton avait déterminé la section S à 
donner aux haubans. Pour obtenir cette constante, observons que 
le moment de flexion doil être nul au point i, soit pour 

X — > 

d'où 

>-=l 7 = 1 



■j-l^'^'-^l^" 



o — — — 

•2 

l±in f = n 



J'^J^ 



OÙ tout est connu sauf S. 

Ayant S, on connaît M. Portant la valeur de M dans (a), on aura 
le moment d'inertie I à donner à chaque section de la poutre pour 
que la condition d'égale résistance supposée au hauban soit effec- 
tivement remplie. 

Si l'on veut à présent se rendre compte de la tension maxima à 
laquelle travaille la poutre supposée de hauteur A, il suffit d'ob- 
server que cette force est donnée par l'équation 

21 

qui combinée avec (a) donne, pour la valeur absolue de R, 

ï^ = Ë> H ^'• 

On voit que la force R sera toujours beaucoup plus petite que 
celle R' à laquelle on fait travailler les haubans, la hauteur A de la 
poutre étant toujours très petite par rapport à celle H. On a donc 
toute sécurité. On voit de plus que R est constant, c'est-à-dire 
que la poutre est elle-même d'égale résistance comme les haubans. 
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QUATRIÈME SECTION. 

('X)RPS DE RÉVOLUTION SYMÉTRIQUEMENT CHARGÉS. 



CHAPITRE X. 

SURFACES DE RÉVOLUTION FLEXIBLES. 

§ 539. 

lUATIOHS D'ÉaUlLIBBE D'DRE SUBFAGE DE BÉVOLUTIOH PABrAITEMEHT 
ESUS. — Considérons une surface malérielle de révolution au- 
' d'un axe verlical ou une portion d'une telle surface limitée à 
>u deux parallèles que nous appellerons les bords de la surface, 
ous en représenterons les divers points, comme en Géométrie 
Hplive, par leurs projections verticales et horizontales. 
3ient 

la ligne de terre {Jig^ 70, p. 288); 

et Oo les projections de Taxe ; 

:^o la trace horizontale du méridien principal ou parallèle 

1 plan vertical de projection ; 

j,/ la courbe méridienne projetée en vraie grandeur sur le 

an vertical. 

Ous admettons qu'en chaque point G la surface a une épais- 
^ e constante ou variable d'un point à un autre de la courbe 
idienne, constante le long de chaque parallèle. 
ous la supposons parfaitement flexible. Elle est en équilibre 
> l'action de son propre poids et de forces symétriquement dis- 
uées autour de l'axe Oy et d'ailleurs quelconques. De ces forces, 
Unes agissant sur la surface proprement dite sont données; les 
es agissant sur les deux bords peuvent être données ou in- 



3S8 4* 

connues suivant que la surface est libre on appuyée par ses b 
on par l'un d'euT. 

D est remarquable que les forces élastiques qui se déretappes^sBi 
dans une pareille surface libre on appnjée par un seul de ses bor^^^i^ 
puissent être déterminées d'après les seuls principes de la llntini ^m m 
comme celles qui se produisent dans une simple courbe parfair Sit- 
raent flexible. 




Mais tandis qu'une courbe plane ne peut être en équilibre *!"* 
si elle coïncide avec l'une des courbes funiculaires des ch»*'ë** 
qu'elle porte, une surface de révolution est en équilibre, quelle 1"^ 
soit sa courbe méridienne el quelles que soient les forces sym^^*""' 
ques qui la sollicitent, pourvu, bien entendu, qu'elles satisfas ^^ 
aux conditions d'équilibre relatives aux systèmes invariables, ^ 
quelles se réduisent ici, à cause de la symétrie, à une seule, ^- 
voir que la somme des projections des forces agissantes surL 
de la surface soit nulle. 

Considérons une portion de lasurface comprise entredeuxp-^* , 
méridiens O^x,, O^x, également inclinés sur le méridien |^ ''' 
cipal el formant entre eux l'angle infiniment petit di. 
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iiisque tout est symétrique autour de Taxe, il suffit de chercher 

:onditions d^équilibre et les forces élastiques de cette portion 

urface. 

Ile peut être considérée comme une simple courbe matérielle 

it GoG/i pour axe et des dimensions transversales infiniment 

tes. 

î g est un quelconque de ses points, projeté horizontalement 

''o et que l'on considère l'élément yi^oYa du parallèle compris 

» l'onglet X| Oo^a, la section transversale ab de la courbe dont 

igit est un rectangle ayant suivant ab la hauteur e constante 

variable et dans le sens horizontal la longueur YiY2- 

n désignant par x et^ les coordonnées du point quelconque^ 

a courbe donnée GoG/t, cet arc a pour longueur 

torte que Taire de la section transversale 7 de la courbe est 

a courbe GoG„ est en équilibre sous l'action des forces qui 
»ont directement appliquées et des réactions qu'elle éprouve 
I part du reste de la surface dans les méridiens OqXi, O^x^. 
3it s l'arc Go^. Considérons l'élément projeté verticalement 
ant gg" =^ ds et horizontalement en gog'^ ; il est limité par les 
lents Yi^oTa et Yj^'oïa ^^^ parallèles ^ et ^ compris dans 
jle X\ OqX2- 

ésignons par q la force élastique rapportée à l'unité de surface 
agit normalement à l'élément de méridien projeté en yi y'j. 
ous appellerons cette force la pression ou tension méridienne 
3us la regarderons comme positive si c'est une pression. Sa 
ideur pour l'élément considéré est 

q' = qt ds. 

Ile agit au milieu ô| de l'élément projeté en yiy', , normale- 
t à cet élément. 

u milieu 5a de l'élément projeté en y^y'^, agit une force pa- 
e normalement à cet élément. 

a résultante de ces deux forces est horizontale comme ces 
es elles-mêmes et placée dans le plan du méridien principal 
III. 19 



t 
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Oo^O' Celte résultanle, égale à la somme des projections sur O 49 -^« 
des deux forces ^'elles-mêmes, a donc pour expression 

ay'sinlcW = 7.q' x 1^6 = q' d^ = qtdsd^. 

Ainsi : un onglet de la surjace compris entre deux pl^x^^s 
méridiens Oq^i, Oo^2i formant V angle infiniment petit ^3?^, 
peut être considéré comme une simple courbe matérielle, ay^ 
O^Gn pour fibre moyenne et une section transversale varice^ t^ i^ 

poun^u qu'aux forces qui agissent sur chacun de ses élém^ r^ â 
ds on adjoigne des forces horizontales 

(4) q' d^= qzdbdsy 

OÙ q est une fonction inconnue de Varcs ou des coordonnées ^ 
y d'un point de Vêlement ds . 

L^élémenl ds sera donc en équilibre sous Taction : 
i^ Des forces qui lui sont directement appliquées. Elles sec o 
posent de son poids qui est 

W<s ds =^ Utx d^ ds, 

si n désigne le poids spécifique de la matière qui compose la s 
face donnée ; 

9.° Des pressions données exercées sur la surface. Nous en dl^s;- 
gnerons les composantes parallèles aux axes et rapportées àFiarzii/e 
de surface par X et Y, en sorte que les composantes de celles qui 
agissent sur Télément de surface considérée sont 

\dsxd^, Ydsxd^', 

3° Des tensions ou pressions exercées sur les sections al:^ -, o!b' 
faites en g cl g'. Soit n la pression par unité de surface e^^^ercée 
en g. Nous comptons n positivement si c'est une pression, o csl- 
à-dire si elle est dirigée dans le sens admis pour les s posili is. La 
pression exercée sur la section o- est 

/i(T = ntx d^. 
Ses projections sont 

mx-T-d^, ntx-f-d(i 
ds ds 
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sCS composantes de la pression exercée en g' sonl les précé- 
tes augmentées de leurs difTérenlielles el changées de signe, 

tfs ds . \ ^ 

d dy \ 
, -r mx -j- \ 
. dy ds fds \ 
— \ mx -p ^ ds jd^ ; 

r^ sommes des composantes de ces deux forces sonl 

d dx 

-T mx -j- 

î dsœi, 

ds 

d dy 

nzx 

ds ^ ds , ^ 

; dsdU: 

ds 

De la force horizontale 

qzds d^. 

&s sommes des projections de toutes ces forces sur les deux 
> clevant être nulles, on a donc les deux équations 

d dx 

ds ds _, 

d dy 
-r- mx^ 

ds ds /v TT \ 

^*6oe — du dernier terme provenant de ce qu'on suppose Taxe 
^ ascendant. 

^^lles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour Féqui- 
^^ du fuseau considéré et, par suite, pour l'équilibre de la surface 
1ère, puisque tous les fuseaux dont elle se compose sont pareils 
^^Umis aux mêmes forces. 

xUelle que soit la courbe méridienne donnée et quelles que soient 
forces données X et Y, ces deux équations peuvent, en général, 
^ Satisfaites par des valeurs convenables des forces inconnues 
-^ q el fournissent ces forces. 



^9^ 
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§ SiO. 



APPUGATIOH A UHE 8UBFAGE SPHÉBiaUE. — Soit (Jig. 71) GoG„ 
un quart de cercle; considérons-en une partie Go G engen- 
drant une portion de surface sphérique d'épaisseur constante z 
posée sur le plan horizontal 0G« j: ne supportant que son propre 
poids et celui d'une surcharge formée par la construction supé- 
rieure SoG'n elle-même de révolution. 

Soient P le poids de celte construction et n^ la valeur de la com- 
pression n en G'„. 

Fig. 71. 

y 




Désignons par a le rayon de Tare de cercle, par '{> l'angle po- 
laire qu'un rayon quelconque OG fait avec la verticale, par ç© Isi 
valeur de cp pour le rayon OG'^j. 

Les forces — n^tx^ d^ doivent faire équilibre au poids P, ce qui 

exige que la somme de leurs projections verticales soit égale et 

contraire à P, d'où 

2TïJ/2o£^osincpo = P, 

P P 



(6) 



na = 



'iniexo sincpo arneasin^cpo 



Ceci étant, on a ici 



X= Y = 



X = asincp, 



y = a coscp, 
ds = a do. 



dx dy 



ds 



ds 
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Par suite, les équations (5) deviennent 

l ^ • 

-j- nsin'fp = Uasinç, 

qui fournissent les pressions n et q. On lire de la dernière 

n sin'o = — Ua ces© -4- const. 

Et comme, pour ç = îpo, on a /i = /2o> ^n aura 
(8) n sin'© = /iosin'oo-+- nrt(cosoo — cos<p). 

qui détermine la pression n sur un élément normal à la surface 
mené tangentiellemenl à un parallèle quelconque. 

On voit que n est partout positif ou que, suivant les méridiens, 
la surface est partout comprimée. 

Connaissant n, la première équation donne la pression q exercée 
sur chaque élément situé dans un plan méridien. 

L'épaisseur e doit être prise de façon que ces pressions ne dé- 
passent nulle part celles qu'on veut adopter eu égard à la matière 
employée. 

Cas d'une surface hémisphérique. — Supposons cpo= o. [Alors on 
a une surface hémisphérique. 
L'équation (8) devient 

/of\ „ I — roses 

(8) 71= lia — .— — '-• 

".III* 






Portant dans la première des équations (7), il vient 

ces «0(1 — coscp) 

sino 
ç = lia X 



do 
soit 

COS*0 — 'ICOSO -4-1 

g=-Ua i-^- î 

sin*îp 

OU, en divisant haut et bas par 1 — cosjf , 

cos'tp -4- cosçp — I 



q = lia 



I -h ces Q 

t 
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On voit que, pour f = o, 



lia 



L'éqaation (8') donne aussi, pour f = o, 



Ha 

ce qui montre qu'au sommet, q et n sont deux pressions égiie^ 9 ^^ 
qu'il était aisé de prévoir. 

Mais, tandis que n reste constamment positif, q change de si^ «me 
L'équation 

^ = ou cos*«p -4-CO8Ç — 1 = 

donne en effet 

, . -—1-4-/5 
(9) C08(p= j-ï~, 

qui correspond à environ 

(9') ? = 5i«49'- 

Donc : 

Depuis le sommet jusqu'à l'angle de 5i®49S les parai i^^'^^ 
de la surface sont comprihiés, A partir de là, ils sont terË.€^ x^- 

§541. 

SURFACE GONIfllUE. — Supposons {Jig* 72, p. agS) que le méridien 
soil une droite GoG^ faisant Tangle y avec la verticale. Ou ^«^a 

dx . dy f î j 

-^=sinY, -T- — — cosY, ds= —. — dx, 
ds ' dx ' siny 

Donc les équations (5), en y faisant X = Y = o et e com. ^"^^ ' 
deviennent 

1. . dnx 
(10) 



dnx _ 
siny COSY ~Zj — — ^-^j 

Si Xq est le rayon du parallèle Gq et /Iq la pression exercée 



?nU(, 
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^ant GoG/i (pression qui peut provenir d'une construction 
érieure et se déterminer alors comme au paragraphe précédent), 
ornière donne 

nx — n^xo = -A -y 

asiOYCosy 



:iburnit la pression n . 



Fig. 72. 




^ ^ailleurs, en divisant les deux équations ( i o) membre à membre, 
i^btient 

-^ = ' 
lia? cosY 



9 = 



n 



COSY 



xnontre qu'ici les parallèles sont partout comprimés. 



§ S42. 

^LUnOH GBAPHiaUE DU PROBLÈME GÉHÉBAL. — Il est facile de ré- 
dre graphiquement le problème qui fait l'objet du paragraphe 
cèdent. 

observons qu'une portion quelconque GoGn{Jig» 70, p. 288) du 
sau compris entre les méridiens Oq^Ti, Oo^2 doit être en équi- 
e sous l'action des forces données qui lui sont directement ap- 
nées, de la pression n par unilé de surface qui s'exerce en G 
^entiellement à la courbe méridienne et des forces horizon- 

^outes ces forces comprennent le facteur rf6 ; nous le suppri- 
ïs, sauf à le rétablir dans le résultat final. 
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Soit P ûfO la résultante des charges données verticales ou non 
qui agissent sur la portion Gq G du fuseau. Elle doit être équilibrée 
par deux autres forces de directions connues, à savoir : 

i*^ La pression nexd^y dirigée suivant la tangente à la courbe 
méridienne en G; 

2° La résultante des forces q^ d^ = qe dsd^^ laquelle est hori- 
zontale. 

Par suite, la force finie P doit être équilibrée par la force finie 
ntx et la résultante des forces horizontales q'=^ qtdsj résultante 
que nous appellerons Q et qui a pour expression 

(i3) (i= I q'ds= I qzds. 

Représentons donc (Jig» a, p. 288), à une échelle convenue, la 
force P par une longueur a^. Par le point a menons une horizon- 
tale ; par le point ^, une parallèle à la tangente en G ; ces deux 
droites se coupent en un point s. 

La ligne ^s représente à l'échelle adoptée, pour la force P, la 
pression exercée en G par la partie inférieure de la surface sur la 
partie supérieure, au facteur rfO près, et la pression inverse de cette 
dernière sur la première est s p. 

De même, sa représente la force Q ou la résultante des forces 
horizontales q' ds. 

Donc : 

La pression n par unité de surface sera telle que 

(.4) n=l^, 

où e el X sont mesurés à réchclle des longueurs. 
De même, 

(i5) ^a= I qzds. 

S'il agissait une pression Hq par unité de surface en Gq, on mè- 
nerait par le point j3 une parallèle à la tangente en ce point et Ton 
prendrait, sur celle ligne, une longueur j3j3' égale à /IoSq-^o? et c'est 
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ir le point ^' qu^on mènerait la parallèle à la tangente en G ; elle 
encontre as en s!, La pression en G serait donnée par ^'5', et c^est 
a qui représenterait Q. 

Fig. a. 




6 

[b 

ID'après cela, on peut trouver, en tous les points, les valeurs des 

c^es élastiques n et q, 

Supposons, pour simplifier, qu'il n'y ait pas de pression en Go 

- qui aura toujours lieu si le point G© est sur l'axe 0^', c'est- 

ire si la surface ne présente pas d'ouverture à sa partie supé- 

ure) et que les charges sont verticales. 

IDivisons l'arc GqG„ {Jig* A, p. 298) en un certain nombre de 

ties. Suivant qu'on le jugera plus commode, on divisera l'arc en 

ties égales, ou sa projection verticale. 

I^ans le cas d'une surface sphérique, ce dernier mode est le 
illeur, puisqu'une zone sphérique étant proportionnelle à sa 
».teur, le poids des portions de surface comprises entre les deux 
^diens inclinés sous l'angle d^ seront ainsi tous égaux et, par 
^e, aussi leurs quotients par e/Q. 
âoient 

0, i, 2, 3, 4, 5 
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les points de division dont les deux extrêmes coïncident avec L^& 
extrémités Go et G^ de l'arc. Représentons {fig. a, p. 297) iLe 
polygone des charges qui agissent sur les six parties (M| 12, . * «. , 
dans lesquelles nous avons divisé l'arc GoGj,. Soient i} a, 3, 4i S ^» ^ 
ces forces. 

Fig. K. 

y 






Par le point a menons une horizontale et par les points "^ 
division 1.2, 2.3, ... {fig* a), menons des parallèles aux t.^"-"" 
génies à la méridienne (fig- A) en 1, 2, 3, 4, 5, 6 (nous suppos^^^^°^ 
celle dernière verticale). Soit (fig* a) 1' le point d'inlersec !-■- ^° # 
de la parallèle à la tangente en 1 menée par 1.2 ou a, avec Tta 
zonlale de a; 2' le point d'intersection avec cette horizontale d' 
parallèle à la tangente en 2 menée par 2.3 ou aj, et ainsi de sta^*^' 

Nous aurons ainsi une suite de points 



Tl- 

la 



r, 2', 3', 4', 5', 6'. 



eX 



Les lignes a|i', 0L22', . . . représentent les pressions /io":= A 
exercées sur la fibre moyenne. 

D'autre part, ai', aa', a3', . . . représentent les résultantes ^^^ 
forces ^'agissant respectivement au-dessus des points i, 2, 3, - * ' ' 

Donc les longueurs l'a', 2' 3', . . . représentent respectiverf»^^ 
les forces g' elles-mêmes. 



SURFACES DE REVOLUTION FLEXIBLES. 299 

Ainsi l'a' représente le produit ^e A^, As étant la longueur de 
la portion de méridien 12 et q la pression méridienne moyenne 
dans cet intervalle 12. 

On voit que les longueurs ai', «2', aV vont d'abord en 
croissant, puis atteignent un maximum et décroissent; par suite, 
leurs différences \' 2! y 2' 3', ..., c'est-à-dire les valeurs àe qtLs 
et, aussi, celles de q sont d'abord positives; puis il y a un 
point où q est nul, puis celte force devient négative. Cela con- 
firme le résultat obtenu analytiquement pour la sphère. 

Remarque. — Les forces qtds portées sur l'horizontale a 
jouent, relativement à la courbe d'équilibre GoG^, le rôle d'une 
poussée, mais d'une poussée variable d'un point à un autre de 
l'arc, au lieu de la poussée constante des arcs ordinaires soumis à 
des charges verticales. 
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CHAPITRE XI. 

COUPOLES HËT&LLIQDES. 



§843. 



- Considérons A présent une coupole dont 
la section méridienne principale {/îg- 73) soit Affi^AnB^; la sur- 




face AjA,n est l'intrados, la surface B^B» l'exlrados de la cou- 
pole. 

Désignons par G„G„ sa ligne moyenne, c'esl-à-dtre une ligo^ 
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telle que si, par deux de ses points infiniment voisins ^ et ^ on 
lui mène des normales a6, a' 6' jusqu'à leurs rencontres avec l'in- 
trados et l'extrados, le centre de gravité G de l'aire aba!U soit 
lui-même sur la ligne considérée. 

Nous comptons l'épaisseur constante ou variable e de la cou- 
pole suivant les normales AGB à la ligne moyenne. 

Nous ne regardons pas cette épaisseur comme assez petite pour 
que la coupole puisse être assimilée à une simple surface parfai- 
tement flexible, mais nous admettons cependant qu'elle est très 
petite par rapport aux courbures de la coupole. 

Nous pouvons, par suite, assimiler le trapèze abciV à un rec- 
tangle et regarder la ligne moyenne GoG^ comme le lieu des 
milieux de ses normales ÂB. 

Nous admettons que la coupole, formée d'une matière élastique 
et homogène, est en équilibre sous l'action de son propre poids et 
de charges symétriquement distribuées autour de son axe. 

Les forces et les déplacements élastiques sont donc aussi symé- 
triques autour de cet axe et il suffît, comme au Chapitre précé- 
dent, de considérer la portion de la coupole comprise entre deux 
plans méridiens OoX|, O^x^ formant l'angle infiniment petit ^ é/9 
avec le méridien principal Oo^o- 

Cette portion de la coupole peut être assimilée, non plus, comme 
au Chapitre précédent, à une courbe parfaitement flexible, mais ù 
un arc élastique dont GoG/i est la fibre moyenne et dont la section 
transversale, sensiblement rectangle, est toujours 

(l) a — %x dSS. 

Dans le problème traité au Chapitre précédent, les deux di- 
mensions X t/B et c de cette section étaient regardées comme infi- 
niment petites. Ici la première est seule dans ce cas, la seconde 
est finie. Par suite, les forces élastiques qui se développent dans 
oette section aux divers points de AB ne peuvent plus être re- 
gardées comme uniformément réparties suivant cette ligne et 
donnant, par suite, lieu à une résultante no- appliquée en son 

ilieu G. 

Mais, par raison de symétrie, toutes celles qui sont appliquées à 

ne section normale AB de Tare considéré donnent des résul- 
tantes partielles situées dans le plan de symétrie K^^^Kn^n de 



3o3 4* SECTION. — CHAP. XI. 

cet arc, de sorte que, si on les transporte au point G, elles four- 
nissent : 

1® Une composante N normale à .4lB ou tangente à G«Cvii, qui 
produit la compression de cette ligne et qui est Tanalogne de la 
force nv considérée précédemment; 

2® Un eiTort tranchant T dirigé suivant AB: 

3® Un moment de flexion M. 

Toutes les formules précédemment trouvées pour les arcs ayant 
un plan de symétrie A^B^AnBj, sont applicables ici, pourvu 
qu'aux forces directement appliquées à Tare G«G« que nous con- 
sidérons, on adjoigne les réactions qu'il éprouve de la part du 
reste de la coupole dans les plans méridiens 0«X|, O^x^» 

Ces réactions, par raison de symétrie, sont normales aux plans 
méridiens sur lesquels elles s^exercent et sont pareilles dans tous 
les plans méridiens. Examinons-les donc d'abord dans le méridien 
principal. 

Soit abd y un élément de la section méridienne comprise entre 
les deux normales infiniment voisines ab et d b\ 

Je dis que ces forces élastiques sont uniformément réparties sur 
l'aire abdb' et se réduisent par suite, comme si l'épaisseur ab 
était infiniment petite, à une force unique appliquée au centre de 
gravité G de Taire. 

En effet, l'anneau fermé engendré par Taire en question est un 
arc circulaire. 

Par raison de symétrie, après la déformation de la coupole, cet 
arc reste circulaire- 
Or un arc circulaire fermé qui reste circulaire ne peut pas subir 
de flexion, c'est-à-dire de rotations autour d'axes normaux à sa 
libre mo\enne: car de tels mouvements modifieraient le rayon de 
la fibre mo%enne sans modifier sa longueur totale, ce qui est 
impossible. 

11 ne peut pas non plus subir de torsion, c'est-à-dire de rotations 
autour des tangentes à sa fibre moyenne d'amplitudes variables 
d'une tangente à une autre; car de tels mouvements feraient naître 
dans la section de lanneau des forces élastiques tangentielles, et il 
n'en existe pas ici. 

Donc, il ne peut subir qu'un allongement ou une contrac- 
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[ simple de sa fibre moyenne, ce qui fait naître, dans une section 
isversale aba! b\ des forces élastiques uniformément réparties, 
éduisant à une résultante unique normale au plan delà section 
•assaut par son centre de gravité. 

Taprès cela, si S^G'^Sj est la projection horizontale du parallèle 
point G, la pression exercée sur l'élément générateur abdV de 
neau quand il est arrivé dans le méridien Oo^i est, en appelant 
pression méridienne par unité de surface, 

q' = qzx ds, 

liquée en Sf normalement à Oo^i et, de même, la pression 
1 subit quand il est arrivé dans le méridien Oo^a est une force 
sille appliquée en Û2 normalement à Oo^^* 
les deux forces se composent, comme il a été dit au Chapitre 
cèdent, en une force unique horizontale située dans le plan du 
•idien principal, appliquée au point (G, G'^) et égale à 

q' (ff^ = qtx ds d^. 

kinsi, nous arrivons à cette conséquence : 

7n onglet d'angle infiniment petit d^ d'une coupole peut 
?. traité comme un simple arc élastique dont la fibre 
yenne GoG/j est plane, symétrique par rapport au plan de 
'e fibre moyenne, soumise à des forces situées dans ce plan ^ 
trvu quaux forces directement appliquées à cet arc on 
'oigne des forces horizontales qtxdsd^ appliquées aux 
ers éléments ds de sa fibre moyenne, la force q qui repré- 
te la pression méridienne étant une fonction inconnue de la 
ition de son point d* application. 

Vaprès cela, soient respectivement 

iomme des moments relativement à un point G de la fibre 
yenne de toutes les forces autres que celles y'ûTO comprises 
re Go et G; la somme des projections de ces forces sur la nor- 
le et sur la tangente à cette courbe en G. 
Le moment de flexion M, l'effort tranchant T et la compression 
de la fibre moyenne seront, en appelant x^ y les coordonnées 
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du point G, s l'arc GqG et accentuant ces lettres pour un point 
intermédiaire entre G© et G, 



('^) 



M 



=:df)\M-^ f\'z'{y-y)ds\ 



T = 



db(f 



-4- / qtyds — y f q^àsV 



N r.= 



r </0 ( N 



C^5 



/ qz ds\. 



D'autre part, la section transversale de Tare au point G, section 
que, dans la théorie des arcs, nous avons désignée par S, est 



en 



s — J = IX d^y 



et son moment d'inertie relativement à l'axe horizontal passant 
par ce point est 

(4) 



1 = 



12 



Par suite, 



AI 
Kl 



(•>) 



pr^/M'-l- I qzyds-y j q i ds 



T 



"KS 



/i 



îb ('■-£./ '^'''0' 



\ 



ià= KÎ3-('^--i^'.(^^''*)' 



gV^ désignant le coefficient d'élasticité transversal et E le coeffi- 
cient d'élasticité longitudinal. 

La force ^ est une inconnue de plus que celles qui entrent dans 
les prohlrmcs des arcs ordinaires. Mais il est aisé de l'exprimer 
en fonction de ces dernières. 

En effet, si u et v désignent les composantes du déplacement 
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tique d'un point G et qu^on considère de nouveau Tanneau 
:ulaire complet engendré par une aire a 6a' 6' {fig* 73, p. 3oo) 
ibre moyenne circulaire de cet anneau, qui avait d'abord un 
on égal à x^ prend, par suite de la déformation élastique, un 
on X -h u, 
)onc, son allongement par unité de longueur est 

2m(a^-4-a) — itsx . u 

. ■ ou -• 

'ÀW jr X 

i raccourcissement est donc 

u 

X 

le raccourcissement est produit précisément par la compres- 
1 q par unité de surface. Donc 

a = — E - • 
^ X 

Vi, dans les équations qui précèdent, on porte cette valeur de y, 

ensuite on porte les valeurs des premiers membres de (5) dans 

équations générales du § 123, on a les éléments nécessaires 

ir résoudre tous les problèmes relatifs aux coupoles élastiques. 

§ 54i. 

OUPOLE SIMPLEMENT POSÉE SUE UH PLAH HOBBOHTAL. — Supposons 
î la coupole soumise à des forces en équilibre et d'ailleurs 
îlconques soit simplement appuyée sans encastrement, sur un 
n horizontal passant par son parallèle inférieur OG/i. 
^lors, en désignant respectivement par u„y i^n, M,i les compo- 
tes du déplacement élastique du point G/, et le moment de 
lion en ce point, les conditions à remplir sont 

U„ = Vf, = Mn — o. 

M le point Go est sur Taxe et qu'ainsi la coupole se trouve fer- 

5 à sa partie supérieure, il n'y a pas d'autre condition à remplir 

les bords. Dans le cas contraire, j'admets que sur le parallèle 

n n'agit aucune pression ou une pression donnée, appliquée 

III. 20 



•» 
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en Gof de sorte que la seule condition à remplir en 0« conâste 
ce que le moment de flexion Mo j soit nul. 

En outre, on doit satisfaire aux équations de Téquilibre élasti 
définies au paragraphe précédent. 

Le problème étant déterminé comme tous les problèmes d'éi 
ticitéj de quelque façon qu^ob pai^ienne à remplir 1^ eonditl 
qui viennent d'être indiquées, on est certain que la solution «^^^^ 
tenue sera la vraie. Or on satisfera à la condition M^ = o ^^m à 
celle M« = o, si elle existe, en supposant le moment de flexioxat M 
identiquement nul dans toute Tétendue de Tare. 

De là on conclut que Teflort tranchant 

"" ds 

est aussi identiquement nul et.que, par suite, les forces élasd<f«aes 
dans une section quelconque ab se réduisent à la compression. N 
de la fibre moyenne, c'est-à-dire à une pression appliquée e^sm g 
tangentiellement à cette ligne. 
Si n est cette compression par unité de surface, on aura 

et les conditions statiques d'équilibre relatives à une surface 
flexible sont de tous points applicables; elles fournissent n et' ç^ 
analytiquement ou graphiquement suivant les méthodes exposées 
au Chapitre précédent. 

D'ailleurs, les composantes u et i^ du déplacement élastiqxx^ se 
réduisent à 








>s 



N 
où l'on remplacera g^ par sa valeur maintenant connue (5)- 

On tirera de là 

W/t = Wo — g / g a5 = o, 

t'n = t'o — g / g a5 = O, 
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les intégrales étant étendues à tout Tare GqG/i; ces équations 
déterminent les déplacements Uq et ^o) ^^ alors les précédentes 
équations donnent les déplacements uel v d'un point quelconque. 

On a donc ainsi satisfait à toutes les conditions du problème. 

Généralement, les déplacements élastiques ne sont pas utiles à 
connaître, mais seulement les pressions n et q. Le problème se 
résout donc graphiquement comme il a été dit. 

On voit par là que les formules générales de la flexion jouent 
ici un rôle moins important que dans les arcs. Elles ne seraient à 
appliquer que si les bords de la coupole étaient assujettis à d^autres 
conditions telles que des encastrements. Alors on pourrait appli- 
quer la méthode exposée au paragraphe précédent. Son applica- 
tion générale conduirait à des calculs très complexes. Mais elle 
n'est guère usuelle que dans le cas où la fibre moyenne se réduit à 
une droite verticale ou horizontale, c^cst-à-dire dans les tours 
rondes ou les manchons cylindriques et dans les plaques. 

Nous allons montrer comment elle peut être utilisée dans ces 
deux cas et la marche que nous suivrons s'étendrait sans difficulté 
à des coupoles de forme quelconque si, dans une première ap- 
proximation, comme d^ailleurs nous Pavons fait dans les arcs, on 
négligeait les effets de Tefibrt tranchant et de la compression delà 
fibre moyenne devant ceux de la flexion. M. Resal a résolu le 
problème de cette façon. 
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CHAPITRE XII. 

ANNEAUX CYLINDRIQUES ET SPHËRIQUES. PLAQUES CIRCULAIRES. 

CHAUDIÈRES. 

§M6. 

t 

AfflIfiâTIOI AV MAICHOI OTUnBIftUS. — Considérons un manchon 
cylindrique à axe vertical dont la section droite est formée par 
deux circonférences concentriques (yf^- 74)9 de rayons OÂ 
et OB. 

Fig. 74. 




x/ 



Soient a le rayon de la circonférence moyenne représentée en 
pointillé et e l'épaisseur du manchon. 

Nous le supposons soumis à des pressions normales aux cylin- 
dres qui le limitent, symétriques autour de Taxe et d'ailleurs quel- 
conques. 

L'onglet ABA'B' forme une poutre droite dont la fibre moyenne 
verticale est projetée sensiblement en G. Soient u le déplacement 
élastique parallèlement à OG^ d'un point quelconque de cette 
ligne ;^ la distance de ce point à Tune des bases du manchon ou 
plus généralement à un plan horizontal fixe. 

L'équation fondamentale des poutres droites devient, si nous 
comptons les moments positivement de gauche à droite comme les 
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déplacements élastiques, 

On lire de là 

rf*« _ dm 

*"* dy^ - dy^ • 

Le second membre n*est autre que la charge par mètre courant 
de génératrice agissant sur le cylindre de section ABA'B'. On 
sait, en effet, que la dérivée première du moment fléchissant est 
égale à l'effort tranchant, et la dérivée de l'effort tranchant n'est 
autre que la charge par mètre courant. Cette charge se com- 
pose ici de celle donnée et de celle qzd^ résultant des pressions 
exercées à raison de q^^ par unité de surface sur les méridiens AB 
et A'B'. 

Supposons qu'il agisse une pression constante ou variable d'un 
point à un autre d'une même génératrice égale à p^ par mètre 
carré sur le cylindre intérieur et à />![* par mètre carré sur le cylindre 
extérieur. 

La pression totale qui agit sur Tunité de longueur du cylindre 

ÎSt 

-— - = p^a d^ — /?j(a-hE)croH- qtd^, 

>ù /?o? Pi sont des fonctions données de y. Par suite, comme le 
3Qoment d'inertie I de la section ABA'B' est approximativement 

I = "-!' de, 

>ii aura 

^v, en remplaçant g par sa valeur (6) du § 543, 

d^U 12 r /M lîïW 

jÇ\ d^ Il 17. 12 . . ^_ 
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qai fournit le déplacemeiit u avec quatre conslaatea «lUitrii 
qu'on déterminera par les conditions aux extrémités du çylindL: 
Ajant Uf on trouvera 

(5) ^=-EÏ, 

pour la pression méridienne en chaque point; puis le momenit:. 
flexion 

ou 

(6) M = l^d»*^. 

§846. 

aUtmftlB fSnmUftUE a mm nm — Supposons une chaudière 
cylindrique soumise à une pression uniforme p^ de Tintéric^iir 
vers Textérieur et terminée par des fonds plats* 

Nous regardons les deux extrémités de cette chaudière comne 
assemblées sans encastrement avec tes fonds plats sur tout teur 
pourtour. 

Soit /la longueur de la chaudière. 

Comptons les^ à partir de la section équidistante des bases, en 

sorte que, pour ^ = ir: -, on a 

M = o et M = o. 

D'ailleurs pi z= o, po = const. 
L'équation à intégrer est 

Elle admet la solution particulière 

(8) "-"ET' 
et son intégrale générale est 

(9) " = if: ^ e'^yÇA cosaj -+- A' sin ar) -^ e-^y(B cosaj -f- B' sin 

JLj s> 
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sant, pour abréger, 



"=vS' 



lant par A, B, A', B' des constantes arbitraires et par e la 
les logarithmes népériens, en sorte que 

e — 2.7182818. 

îst évident que u ne change pas si l'on change v en — y; ce 

cige que 

A=B, A'= — B'. 

ulte de là, en désignant par Aq et Bq deux nouvelles con- 
js et posant 

\ :^ =Gosaj, 

f — ^--"^'"^7, 

k-dire en désignant par Cos et Sin des cosinus et sinus hyper- 
iies, 

U = -jr;^ r- Aq Gosa^ COS aj' -4- Bq Sin 7.y sin ^y. 

nié & 

ir >' = ±: - 1 on doit avoir 

^ 2 

w — o ei M — o 



' = G, -j—r --^ o. yjv 
d>u 

ne 



2a*( — Ao Sinaj'sina^' -f- Bq Cos a^ cos a/). 



— ; h Ao Cos- a/ cos - x/ -^ Bo Sin- a« sin- a/ = o, 

ht 11 22 

— Aa Sin a /sin- a/-f- Bq Gos- a /cos- a/ = o; 
22 22 



/>oa' Gos-^a/cos Ja/ 

Ay- -■ 



Ks Sin«ia/sin4a/-f-Gos4a^cos«la/ 



/?o«* Sin l^a/sin^a/ 

Bo -~ — ' "TT 



Es Sin^ia/sin^JaZ-f-Gosî^a/cos^ia/ 



A ■ :* . -4*. SieTtOM» — GSAt* Xlf* 

A eaase des formiilet 



SiBsi«l«Got»'«/— I, 



le dénomiiittear se réduit à 

' Ck>ii-«l-8mtl«/«l(Cot«/-i-siii«/); 

per suite 

. !/»•«* Go8|«/ce8|«/ 

Gonmisstnt A^ et B«, réqaation (11) donne u. Par suit 
la pression méridienne 



et le moment de flexion 



€1 



Dans la section du milieu, soit pourj'= o, on a 

'ta 

M = — - — rfe Bq. 
() 

La tension maxima, c^est-à-dire celle de la fibre la 
de la fibre moyenne, est 

soit 

. . Sin|a/sin la/ 'y.yfhp^a Sinia/ 

ipoa^oL^p^ — S — / ~ --— — /- — S— 

Gosa/ -f- rosa/ £ Cosa/n 

A cette tension on doit ajouter la traction h 
duite sur chaque généralrice par la pression p 
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(ux fonds de la chaudière. Celle pression totale est 

nsiblement 

powa^, 

section de la chaudière élant sensiblement 

2maZy 

ction par unité de surface est 



2£ 



y 



rte que la traction maxima totale est 

•2£ \ Gosa/ -H cosa// 

iflbrt tranchant T en un point quelconque se déduirait du 
ent de flexion M par la formule ordinaire 

rj. dM 

^---dy' 

ur^' = rb -> la valeur absolue de T représente les réactions 



ppuis. 
k a donc 



( — Ao-+- Bo)cosa^ Sina^' — ( Aq-t- Bq) sina^ Gosa/ 1 



our y = ± ~ , 



E <ar s' a^ d^ 



— .. (Bo— Ao)cos- a/Sin-a/-+- (Bo-I-Ao)sin- a/Gos-a/ I, 

o L 2 a a 2 J 

:n remplaçant Ao et Bq par leurs valeurs (12), 

_ pa^oL^t^dd Sina/cosa/ — Gosa/sina/ 

1 i zzz , • 

^ 6 Gosa/-f- sina/ 

»nc, si P est la traction par unité de surface exercée par la 
e cylindrique sur la circonférence des fonds de la chaudière 
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Cl si ÊQ est Tépaisseur d'un fond, Taction sur Télément de surface 

toud^ sera 

pEoa d^, 
en sorte que 



d'où 



ï 



/?o £*«'«' Sina/cosa/ — Cosa/sina/ 
6eo Gosa/-+-sina/ 



§ S47. 

FLEXION D'UNE PLAftUE CIRCULAIRE. — Considérons une plaque 
circulaire pleine ou plus généralement évidée représentée en coupe 
et en projection horizontale sur la (Jlff» yS p. 3i5). 

Nous la supposons soumise à une pression verticale descen- 
dante/?, symétrique autour du point O, mais pouvant être variable 
d'un point à un autre du même rayon. 

Elle fléchira, sans s'allonger ou se raccourcir sensiblement 
dans le sens horizontal. 

Si donc nous considérons un secteur ABA'B', les pressions 
méridiennes q sont nulles, en vertu de la formule (6) du § 343, 
puisqu'on a ici u = o. Par suite, ce secteur peut être considéré 
comme une poutre de s«;clion variable. 

Si Ton appelle v rabaissement verlical d'un point (G, G') de sa 
fibre moyenne placé à une dislance 00 = »r du centre, on aura, 
en comptant les moments positivement de gauche à droite, à 
appliquer la formule habituelle des poutres droites 

(i8) Kl V4 ---M. 

Soit £o l'épaisseur de la plaque, la section transversale de la 
poutre en O est un rectangle de hauteur Sq et de base j? rf9. Son 
moment d'inertie est 

- 3 
(lO) I r- J-c/O^l^. 

\jC moment de flexion M est, à une fonction linéaire près de x, 
la somme des moments des forces directement appliquées entre 
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rextrémité gauche de la poutre et le point G. Celte somme est 



rfO 



Donc, en appelant 



/ p'{x' — x)x' dx . 



iMg. 7a. 




la fonction linéaire à ajouter, on aura 



EeJ d^ç -, , , , , 

— -X -j- — f p' ( X — x' )t' dx' -^ Xx -^- B 
12 dx^ '^ 



ou 



(20) 



d^v 
dx* 



= îiî[>'^-— ')-'''-'-^ -^] 



En intégrant deux fois de suile, on obtient c^; les quatre con- 
stantes que comportent son expression se déterminent comme 
dans le cas d'une poutre ordinaire, d'après les conditions aux 
deux extrémités. 

Supposons qu'il s'agisse d'une plaque pleine soumise à une 
pression uniforme p =pQ et simplement appuyée sur un pourtour. 
On aura 

d^v 12 r ^« Bl 

5^ = ÈT3L^*>ir""^"^xJ' 



'"TW-t'^ 
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d'bù 

Il est clair, par raison de symétrie, que la tangente i k fibre 
moyenne an centre delà plaqae reste horizontale, soit pour ^=30, 

^ 5= o, ce qui esige que B = G = o» d*où 

Soit a le rayon de la plaque* Pour ^ = a, on doit avoir 

p = o et M = 0| 

d^9 



ou 



1=0. 



soit 



et 



On tire de là 



SU 1 |-Dr=0 

7a 'À 

£-- H A = O. 

O 






d'où 



7-1 



j 



ou 



" Eti \yi 1-2 7a / 

^= 7^(ar*-6a«4r«-+-5a»), 
OLeJ 

(aa) p= — p^ (a — j?)(5a'-f- 5a*a7 — a;r*— x'), 

Le moment de flexion est 

M - - El — = — E^J^' 
ûfa:* ~ la 

OU 

(a3 ) M = - -^-^- — (ar« - a«). 
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La tension à la surface de la plaque, en un point placé à la dis- 

ance x du centre, est 

d^v 

oit 

24) - -ji (07»- a«) =/?o — n 

Le maximum a lieu au centre, soit pour :r = o, et a pour valeur 

a« 
/'on-- 
^0 

C'est donc celle que ne doit pas dépasser la tension qu'on 
eut faire supporter à la matière employée, ce qui détermine 
'épaisseur Cq. 

§ 548. 

VEH8I0N8 DUn PLAttUE ET D'UN KAHGHON GIBCULAIBE. — Suppo- 
ris toujours une plaque circulaire {fig- 73, p. 3i5) pleine ou, 
Lis généralement, évidée. Supposons que, sur son pourtour inlé- 
^vr, on produise une pression p^ par unité de surface et, sur 
Cl pourtour extérieur, une pression /?, par unité de surface. 
Soient respectivement Uq et Ui les rayons de ces deux circon- 
•cnces. 

Si nous considérons le secteur compris entre deux plans mé- 
liens, il forme une poutre qui ne supporte qu'une traction ou 
« compression simple. Si u est le déplacement élastique suivant 

::*r du point G placé à la distance x du centre et ^- la compres- 

^ïi par unité de surface de Taxe d'une pièce simplement com- 
> jnée, on a 



u = uo — ^ I ^dx; 



>ll 


-//o 


> 


du N 
dx " ES 


> comme la section est 






S = toxd^y 
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on a 

du ^ t N 

d'où Ton tire 

^ du 

<£v fi 80 €iA s* 

Mais la compression N se compose, par définition : 

I® De la pression exercée sur Pextrémité gauche de la poutre, 
laquelle est p^a^t^d^\ 

a^ De la somme des projections sur O^, des pressions méri- 
diennes q agissant entre Pextrémité gauche de la poutre etlepoinl 
considéré. 
" Donc * 

Ji = p^a^i^ d^ -i- i^ d^ I q dx^ 
d'où 

Par suite, l'équation ci-dessus devient 

, du 

dx -r- 

dx q 



dx 

On a d'ailleurs (§ 543) 



Eu 
d'où 



" a? ' 



j du 

dx -r- 

dx __ u 
dx ~ x 

équation différentielle linéaire du second ordre en u. 

On vérifie sans difficulté qu'elle admet les deux solutions par- 
ticulières 

I 

X 



u = Xj u = - 



Donc son intégrale générale est 



. B 

u = AarH 

X 
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Par suite, 

, — e:=-.(a.£) 

3St la pression méridienne. 

La pression par unité de surface sur la section transversale de 

N 
[a poutre est ^ ; nous la désignerons par la lettre n, en sorte que 



„ = -Bg=-E(.-i) 



Or, pour :r = rto> 011 a 

pour X = ai, 

n =pi, 

ce qui donne entre les deux constantes A et B les deux équations 






l'où 

E(a«-aî) ' 

j. (p<,—Pi)aîal 
E(a}-a«) 

N 

Portant ces valeurs dans w, y, *^ ou n, on aura le déplacement 
lastique et les pressions par unité de surface, à savoir 

E(a\ — al)u = (poal — pia\)x '^- (po — pi) * " 
t5) {q(ci\— al) = pia\— poal —(po — pi) 

n{a\ — al) = p^al — poal -+- (po—pi) _^, 

Les valeurs extrêmes des pressions ont lieu pour ûc = ao ou 
= ai, soit sur le pourtour delà plaque. 
Si la plaque est pleine, on a 

aQ = o et ^ = 71 =/?i = const., 



9 

X 


a\al 


x« ' 


a\al 
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ce qu'il était aisé de prévoir. La plaque est également pressée ou 
tendue dans toutes les directions. 

Si la plaque est évidée, que la pressicm sur la circonféraiee 
intérieure soit la plus grande et si, en ontte^ p^al'^-p^a^^qmt 
négatif, c'est-à-dire représente une tension ^; sa plus grande n- 
leur absolu^ a lieu pour x = a^j soit sur la circonférence inté- 
rieure, et a pour valeur 

Bemarque* — Si la différence a^ — a«r=: c, représentant Pé- 
paisseur de la chaudièrci est considérée comme infiniment pedle, 
et que a désigne le rayon du cylindre moyen, on a 



ou 



(Pt—P^a) 






pour la pression méridienne ^ ou la tension méridienne — ^ ss (, 
suivant que la plus grande pression a lieu vers le dehors ou vc^ 

le dedans. Ces dernières formules sont faciles à établir direc^^ 
ment en coupant la chaudière par un plan diamétral et écrirsto^ 
qu'il y a équilibre enlre les tensions (ou pressions) dans les part^îes 
coupées et la pression exercée sur le demi-pourtour de la cbsiU" 
dière. 

§ 549. 

SUB 1X8 GIAUDIÉBE8 GTUHDBiaUES A FOHDSPLATS. — Dans une chau- 
dière à fonds plats soumise à une pression intérieure pa, p^'" 
exemple, nous avons vu comment on trouve la tension maxi«Da 
dans le corps de la chaudière. 

Sur chaque fond d'épaisseur Sq» la tension maxima due ^ '^ 
flexion est, comme nous l'avons vu, 

si le rayon de la chaudière est a et l'épaisseur du fond plat e© -^ 
A cette tension, il faut ajouter celle P que produit la liaiso^^"^ 
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a chaudière avec le fond et qui est fournie par la dernière équa- 
ion du § 546. 

Nous avons supposé la chaudière reliée aux fonds plais sans en- 
castrement. 

Si Ton supposait que la liaison eût lieu avec encastrement : 

i** Dans l'étude du manchon cylindrique (§ 54*)), au lieu d'ex- 
primer que, pour j^ = d= -> on a m = o et M = o, on écrirait que 

jour ces valeurs on a u = o et M = Mo, Mo étant le moment de 
llexion inconnu au point d'encastrement; 

2° De même, dans l'étude de la flexion du fond plat, on expri- 
merait que, pour x =z at, M = Mo ; 

3** Cette grandeur M© constituerait une inconnue de plus que 
dans le problème tel qu'il a été posé. Pour la trouver, on aurait à 
^'xprimer que l'angle dont a tourné une génératrice du pourtour 
du fond est le méaie que celui dont a tourné l'extrémité de la fibre 
moyen ne de la chaudière. Le premier de ces angles est, d'après les 
riolations employées dans le problème du fond, la valeur absolue 

jue prend -7- pour x = <2| ; le second est la valeur absolue de -r- 
notations employées pour le manchon cylindrique, pour^= -]• 

En égalant ces deux valeurs, on aurait l'équation nécessaire 
^t.ir déterminer le moment de flexion M© à la jonction de la chan- 
cre et des fonds. 

§ oSO. 

CaULUDIÊBES SPHÉBiaUES. — Considérons (Jlg» 76, p. 3'^2) une 
^'V'eloppe métallique comprise entre deux sphères concentriques, 
^îent a le rayon de la sphère moyenne entre les deux et e© leur 
^^rtement, c'est-à-dire l'épaisseur de la chaudière que nous sup- 
^serons d'abord infiniment petite. 

Soit/?o la pression supposée intérieure, pour fixer les idées, que 
•p porte cette enveloppe. 

Il est clair que celle-ci sera également tendue dans tous les 
*>s. Pour avoir la tension que nous appellerons to par unité de 
^**£ace, coupons par un plan diamétral AB. Il y a équilibre entre 
111. 21 
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la tension qui s'exerce sur le pourtour annulaire AA«BBt et 
pression /?o qui s'exerce sur la demi-sphère ACB. La âomme 
projections des pressions p^ sur une perpendiculaire au plan 
est égale (§ 31 ) à la pression qui s'exercerait sur le cercle 'A«]5j 
sôit sensiblement' 

Fig. 76. 




Là tension totale sar la surface annulaire AÂoBBô est 

d'où 
ou 

(2()) /©= 

Comme la tension l^ doit rester inférieure ou au plus égale à 
celle que peut supporter la matière, celte formule fournit la valeur 
de Sy. 

Remarque. — Si Ton considère un onglet BqBDoD, les pres- 
sions que nous avons précédemment appelées gr, qui s'exercent 
sur ses deux faces BoBetDoD,sontici négatives, puisque la sphère 
est partout tendue, et Ton a 

(27) ^ = — /o = — /?o-_. 

Si Ton appelle Uq le déplacement élastique dans la direction"" 
rayon moyen Ox de cet onglet (et ce déplacement est le même 
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; toutes les directions), on a, comme nous savons, 

posons à présent l'épaisseur êq quelconque, 
dmettons que la chaudière soit soumise à la pression /7o sur sa 
ace intérieure et à une pression px sur sa surface extérieure, 
oncevons {/Ig* 76, p. 822) un cône ODB dont la base DB soit 
courbe fermée de dimensions infiniment petites et de forme 
Heurs quelconque, tracée sur la surface de la sphère extérieure, 
pons ce cône infiniment délié par trois sphères concentriques 
sphères données, à savoir : Tune de rayon unité, non repré- 
.ée sur la figure, les autres ab et a b' de rayon ^ et ^ -I- dx, 
-T Taire de la section faite dans le cône par la première sphère ; 
lires des sections faites par les deux autres seront respecti- 
cnt 

e solide aba'y est en équilibre sous Tinfluence des pressions 
'cées sur ses bases ab et a' b' d'une part et sur sa surface laté- 
bV ad d'autre part. La somme des projections de toutes ces 
es sur un axe Ox placé à l'intérieur du cône est donc nulle, 
oit n la pression par unité de surface exercée sur la base ab, 
Dression totale exercée sur cette base est 

elle exercée sur d V est 

orte que la pression totale sur les deux bases esi 

dnx"- , 
— a — ; — dx, 
dx 

oit q la pression méridienne par unité de surface à la distance x 
centre O des sphères. 

>a somme des projections sur Ox de la pression uniforme q 
rcée sur la surface latérale aa'bU s'obtient (§ 31) en multi- 
nt q par la projection de cette surface sur un plan perpendi- 
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culaire a Oj;. Or cette projection* est égale à> la différence des 
bases a!V et a6, soit 

Donc on a 

— a -^^ CM? -*- a a^yaroo? SES o 

ou 

dnx'^ 



de 



= içâ?. 



Ofy si {< est le déplacement élastique, suivant O^, d^ua point 
de abj on aura 

d'où 

dx 

équation différentielle dont Tintégrale générale est 

u = Ad?-i- .j 
a?* 

« 

A et B étant deux constantes arbitraires. 
On en déduit 

„-e(a-15). 

'=-'^(**S)- 

Soient, pour abréger, 

ao=a et ai = aH — 

les rayons des deux sphères qui limitent la chaudière. 
Pour X = «0) ^ = ^1, on a respectivement 

en sorte que 

EA-— -=-/?o, 






ANNEAUX CYLINDRIQUES. PLAQUES CIRCULAIRES. CHAUDIERES. 



325 



Toiï 



et 



U^) 



EA = 



_ jOogJÎ— />!«? 



«t - «0 






/>! a? — /?oa3 -+- (/?o— /?i ) 






/l = 



aj — aj 



aj 



a 







CM — r r • X -r- z r. r-r - : • 

\ a\—al u(a/— aj) x*- 



Si />| = o, on a 



7 = 



/>.»'Ttiî 



rt-; — flfj 



n- 



a 



ix^ 



<jui représente une tension dont la valeur maxlma a lieu poui 
En général, le maximum de «y a lieu sur une des sphères. Si 



a\ — «0= -0 



«st infiniment petit, on retrouve facilement la formule (27). 



§ 001. 

CHAUDIÈRE GTLmDRIftUE A FOUDS BOMBÉS. — Une chaudière cylin- 
drique indéfinie ne supporte pas de flexion. 

La tension l suivant une de ses génératrices, si Ton regarde 
l'épaisseur de la chaudière comme infiniment petite, est fournie 
{§516, Rem,) par l'équation 



<a9) 



t = 



pn 



en désignant par e IVpaisseur de la chaudière et par a son rayon. 

On a d'ailleurs (§ S48), pour la tension /q d'une chaudière 

sphérique supposée d'épaisseur Co, infiniment petite, de rajon a^ 
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et pressée du dedans vers le dehors^ 

Supposons, d'après cela, une chaudière cylindrique, de njoD a, 
d'épaisseur e, fermée à ses deux extrémités par des fonds en 
forme de calottes sphériques d'épaisseur e^ et de rajon a$. Poor 
que la chaudière cjlindrique se dilate librement comme si les deux 
fonds n'existaient pas, il faut et il suffit que la dilatation de k 
circonférence de jonction soit la même, qu'on regarde cette àt- 
conférence comme appartenant à la partie cylindrique on va 
fonds sphériques. 

Ceci exige que les tensions t et /e soient les mêmes, d'où 



ou 



2t« 


_ pia 




2a 



Lamé, quia le premier traité ce problème (CompiesrendiÊidi 
V Académie des Sciences du i% février i85o, t. XXX, p. i57)ï 
trouve, en partant des principes de la théorie mathématique de 
l'élasticité, 



^0 3 Zt & 



(') La diirércnce tient à ce que, des deux coefficients désignés par Lamé par 
les lettres X et |i, dans les leçons sur la théorie mathématique de IVIaslicitc, la w* 
sistance des matériaux suppo5eX = o; tandis que Tisotropie de la matière con- 
duirait à faire X = [x. 
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SLR LA DETERMIIfATION DIRECTE DES ARCS D EGALE RESISTANCE. 



1. — ARCS POSES SLR ROTULES. 

§1. 

SOLIDE D'ÉGALE BÉSISTAHGE POUB UllE CHARGE VERTICALE STMÉTRIdUE. 

— M. l'Inspecteur général des Ponts et Chaussées des Orgeries a, 
le premier, à notre connaissance, proposé une méthode directe et 
exacte pour Tétude des poutres droites d'égale résistance. Nous 
nous proposons d'étendre sa méthode aux arcs. Nous suppo- 
serons d'abord que l'arc considéré soit symétrique, ainsi que la 
charge qu'il porte. 

Quelle que soit celte charge et quel que soit l'arc, le polygone 
des pressions passe par les deux tourillons A etB(y?^. ^-j, p. 828). 

La troisième condition à laquelle il est assujetti et qui sert à le 
<iélerminer résulte du théorème fondamental ou de l'équation (i) 
<^ 124) qui, si le coefficient d'élasticité est constant, donne 



(i) I jyds — o 



Chaque élément —7— de cette intégrale est de même signe que 

I c moment de flexion correspondant M. Donc, pour que l'intégrale 
puisse s'annuler, ce qui exige que certains éléments soient positifs 
<*t d'autres négatifs, il faut que M change de signe au moins une 
fois; comme tout est symétrique, il ne peut changer de signe en 
tin point de l'arc sans en changer au point symétrique 5 il faut donc 
<|u'il change de signe au moins deux fois. 

Cela équivaut à dire que la courbe des pressions, quelle qu'elle 
soit, doit couper l'arc non seulement en ses deux extrémités A et 



SaS 



N0T8 1. 



B, mais encore en deax antres points J et J' syméiriqai 
placés par rapport an sommet C. 

Admettons en premier lien, sauf vérification uliérieuti 
qu'elle ne le coupe qu'en ces quatre points. 

Cela arrivera forcément si la fibre moyenne de Pare est u 
courbe du second degré et si la charge est uniforme, parce qu'alo 
la courbe des pressions est une parabole qui ne peut couper 
autre courbe du second'degré en plus de quatre points. 



c 
n 
ne 



Fig. 77. 







Soient a l'abscisse du point J comptée depuis A et o* l'arc 
A cause de la symétrie de Tare et de la charge, rëquation (1 
dessus peut être remplacée par celle-ci 



}é- 



f 



'M 



yds=zo 



ou 



/ —y ils -4- / -r-j ds = o. 

• '0 * «./ff * 



La condition d'égale résistance est 



Mm 
I 



~==bR, 



Il étant la distance donnée, constante ou variable, d'une secl^ on » 
une autre, de la fibre moyenne à la fibre extrême (intrados o'^-J^-^- 
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rados) la plus éloignée de la fibre moyenne. Le signe du second 
lembre doit être le même que celui de M. Et, comme M change 
e signe en J et n'a, par hypothèse, pas d'autre changement de 

M 
gne entre A et C, si l'on tire -p de la dernière équation et qu'on 

I porte dans l'avant-dernière, celle-ci devient 



A la place de la distance // de la libre moyenne à la fibre la plus 
loignée, on peut introduire la hauteur totale h de l'arc, qui esl, 
n général, proportionnelle à u, de sorte que l'équation devient 

Si la hauteur de Tare est constante, le facteur t sort des signes 

'intégration et disparaît de l'équation. 

Cetle équation fournit la valeur de o-, c'cst-ù-dire la position du 
oint J par où doit nécessairement passer la courbe funiculaire 
es charges, quelles qu'elles soient. Cette courbe devant ainsi 
•asser par trois points A, B, J est déterminée et l'on peut la 
racer (§ 45). Sa distance polaire mesurée à l'échelle des forces 
eprésentera la poussée, et les portions d'ordonnées comprises 
nlre elle et la fibre moyenne, multipliées par cette dislance 
•claire, donneront les moments de flexion. Ceux-ci connus, les 
loments d'inertie des diverses sections s'ensuivront par la con- 
iition d'égale résistance. 

On voit par là que toute la difficulté consiste a résoudre Téqua- 
ion (2) ou (2') qui définit la position du point J. 

§2. 

APPLICATION A UH ABC GIRCULAIBE DE HAUTEUB COHSTAHTE. — Si 

'agit d'un arc circulaire de hauteur constante, on peut la résoudre 
inalytiqucment. 
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Soient % le demi^angle d^oinreitare de Tare ei r Tangle da njmr m\i 
qui aboutit au point J avec la yerticale. 
L*équation générale (2) devient ici 






Or, si R est le rayon de Tare, Tangle polaire compté depu' 
la verticale, on aura 

y = R(cosO«— cos6), 
lis = R ou. 

Donc l'équation à satisfaire devient 



ou 



/ (cosOo — cos6)^=- / (cos60-~co86)^ 



ecosOp — siat s= -(OqCosOo — siiiO«). 

I I 

t ô-sint = -(60 — tangOA). 



On a d*ailleurs,/et / étant respectivement la flèche et l'ou^n^arer- 

Uire de Tare, 

' __ 2/ 



lang- Oo = 



de sorte que, pour chaque surbaissemenl donne, on connaît 6 -^ ^^ 
Ton en peut conclure e. On pourrait aisément former une t^^ulc 
a simple entrée fournissant ainsi, pour chaque surbaissemenl^? '^ 
position du point J. 

Mais il est rare que, dans la pratique, on ait des fibres moyen::^"^^ 
exactement circulaires et des arcs de hauteur constante, de s -^)rie 
que les Tables de ce genre n'ont pas tout à fait l'utilité qu'on»— se- 
rait tenté de leur attribuer. 

Nous allons indiquer, par un exemple, une solution graph^^q"^ 
générale du problème, quelles que soient la forme de la i^^i^re 
moyenne et les variations de hauteur de l'arc. 
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§3. 

APFUGATIOH A L'ARC DU POHT DU DOUBO A PORTO (*). — Cet arc 
{fig- A, PL JlXXVI)^ de forme circulaire, a i6o'" de portée, 
37", 5o de flèche à l'intrados, 10™ de hauteur à la clef. Il repose 
sur deux culées en maçonnerie par de simples rotules, de façon 
à éviter tout encastrement. 

Il porte une poutre supérieure reposant sur deux piles-culées b 
et b' fondées sur le sol et sur des palées a, a', a, et! s'appuyant sur 
Tare lui-même. 

Cette poutre est continue; mais, pour ne pas compliquer la 
question spéciale que nous avons en vue d'un problème étranger, 
nous la considérerons (cette disposition qui, en réalité, nous 
semble meilleure, a été, depuis, adoptée pour le viaduc de Garabit 
sur la ligne de Marvejols à Neussargucs, lequel a i65"* de portée et 
60*" de flèche) comme coupée au droit des palées a y a', a, a'. 
Nous regarderons la partie centrale aa' de 53™, 188 de longueur 
comme faisant corps avec l'arc; les parties aa, aa', de 28"', 70, 
comme reposant librement sur les parties a, a, a', a'; enfin les 
parties extrêmes at, a' b\ de 28™, 75, comme reposant de môme 
sur les palées a, a' et les piles-culées t, b' , 

L'arche tout entière qui conslilucf le pont se compose de deux 
arcs identiques. 

Pour qu'ils puissent opposer plus de résistance au vent, ils sont 
placés dans deux plans inclinés par rapport au plan vertical pas- 
sant par l'axe de la voie, de lelle sorte que leur écarlement de i.i™ 
aux naissances n'est plus que de 3™, 90 dans l'axe des membranes 
supérieures. 

Chaque arc est formé de panneaux à croix de Saint-André et 
montants verticaux. 



(') Ce magnifique ouvrage, rccemment établi sur le Douro, à Porto, est dû, 
comme on sait, à deux constructeurs français, MM. Eiffel et SejTÎg. Les chiffres 
que nous donnons relativement à cet Ouvrage sont empruntés à une remarquable 
Noie de M. Seyrig. 
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Supposons chaque arc soumis : 

1° A une charge permanente />=: 3ooo tonnes par mètre cou- 
rant; 

a^ A une surchai^^e d'épreuve j^ =s i5oo tonnes par mètre cou- 
rant régnant sur tout Tare» d'o& />' s=s £• Et, si // = /i 4-// est !a 
charge totale, on a 



p-=ip 



ou 



(3) 



/>=fi^ 



P = ^P 



>•• 




3® A une surcharge pareille régnant seulement sur la travfe cen- 
trale des poutres supérieures ; 

4« A une surcharge pareille régnant sur les deux demi-travées d- 
gauche ba et aca à partir de la culée 6. 

Je me propose de montrer comment on peut déterminer 
tement et rigoureusement par la condition d'égale résistance l 
trois polygones des pressions répondant à la charge permanen 
augmentée des trois modes de surcharge supposés. 

En adoptant en chaque point le plus défavorable, c'est-à-di 
celui qui fournit le plus grand moment de flexion en ces points 
utilisant ces moments de flexion maxima pour déterminer 1 
moments d'inertie des sections de Tare, on sera certain que Ta 
résistera aux diverses épreuves indiquées. 

Si on voulait lui en faire subir d'autres, cela ne ferait que m 
ti plier le nombre des polygones de pression à tracer; mais la m 
thode serait la même. 

§ i- 

DÉTERmNATIOH DES POIHTS D'INTEBSEGTIOH DE LA FIBBE MOTEHHE ET 
P0LT60NE DES PBESSIOHS POUB UllE GHiRftE STMÉTRIdUE dUELCOHdUL 

Envisageons le cas général où Tare porterait une charge sjmétriq 
donnée quelconque et proposons-nous de le constituer a prio^ 
de façon qu'il soit rigoureusement d'égale résistance relativement 
à cette charge. 
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A cet effet, divisons la fibre moyenne en un certain nombre de 
parties égales; nous la diviserons ici en 19 parties, ce qui esta 
peu près le nombre des panneaux. 

Désignons (^fig* A, PL XXXVIl^ les points de division par les 
lettres C|, C2, C3, ... et b^^ 63, 63, . . . , en allant de la clef aux 
naissances. 

Soient 

yu j'îî •••» 78» rs 

les hauteurs de ces points de division au-dessus de la corde AB et 

"i> • • •» 'Ht fn 

les hauteurs de l'arc au droit de chacun des points de division, ces 
hauteurs étant mesurées normalement à la fibre moyenne sur le 
dessin de la PL XA^A'VL 

Si h est Tune quelconque de ces hauteurs et y Tordonnée cor- 
respondante de la fibre moyenne, nous pouvons remplacer l'équa- 
tion (2') approximativement par celle-ci : 



21=2: 



y 

h 



Pour trouver les inverses j des hauteurs A ou plutôt des quantités 

proportionnelles à ces inverses, traçons {ftg. a, PL XAWVII) 
deux axes rectangulaires. Sur l'un, à partir de O, portons des 
longueurs proportionnelles à ces hauteurs, par exemple, ces 
hauteurs triplées, soit 0/i< = 3A|, OA2 = S/tj, . . ., Oh^ = ih^\ 
sur l'autre, une longueur arbitraire OC. Par le point C, menons 
des perpendiculaires aux rayons C/i|, CA^, •••, CAq, perpendi- 
culaires que nous prolongerons jusqu'à leurs rencontres en A^ A'^, 
Aj, . . . , A', avec l'axe Ox prolongé. 

Les longueurs OA'^, OAj, . . ., que nous appellerons A',, A,, . . ., 
sont proportionnelles aux inverses de celles A. On a 

d'où 

'** OG 
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La dernière équatioa peut, par suItCi s^écrire 

â 

(3') 2*'->'=2*'^' 

1 9 

donc sly aux points de division c/, on suppose appliquées des 
forces horizontales, égales ou propoi*tionDelles aux lojDguenrs h\^ 

Mais, Parc étant surbaissé, les lignes d'action b%c%^ 6iCs, •... 
ainsi obtenues seraient trop rapprochées les unes des iiutres^ 
C'est pourquoi on a doublé toutes les ordonnées yt^ ce qui donn 
les points c\ et b\^ dont les ordonnées y sont respectivement 2 r^^ 
En multipliant les deux membres de (3') par 2, on obtient Téqu 
tion 

9 i 



On appliquera les forces proportionnelles aux h\ aux points 
Portons ces forces bout à bout sur l'horizontale DA formée pas. ^ar 
la corde. 

Pour ne pas rendre ce polygone trop long, on a pris les forc^ ^i^es 
égales aux li\ divisées par 5. Construisons le polygone funic :^zjc\à' 
laire de ces forces ayant le point G pour pôle et le point D 

pour point de départ, de sorte que le premier côté est la vertica^^s- al<^ 
du point D arrêtée à la ligne d'action de la première force, c'e^ =^s'- 
à-dire à la ligne c\ b\ ; le second est parallèle au rayon qui va de C' 

au point de division des forces -r^ et -^ et s'arrête à l'horizon t2^^s-a'<? 

c^b\. Les côtés suivants sont des parallèles aux autres rayons. 

Soit/ le point où le dernier côté coupe l'horizontale Dx\. On - a, 
d'après la théorie des moments, puisque CD est (§ 43 bis) 'a 



i' 



(') Si FoD avait divisé l'arc en un nombre pair de parties et qu'ainsi il y eu 
point de division au sommet, on y appliquerait une force proportionnelle 
moitié de celles appliquées aux autres points, pour tenir compte de ce que c 
force ne se rapporterait qu'au demi-arc A placé à gauche du sommet. 




DÉTERMINATION DIRECTE DES ARCS D*£GALE RÉSISTANCE. 33 > 

distance polaire du polygone, 

s 
J 

^hy = D/xC'D. 

1 

Sî, au lieu de l'équation approchée (3), on avait considéré l'é- 
quation exacte (2), le polygone serait remplacé par une courbe, à 
savoir la courbe funiculaire des forces horizontales h'ds. Suppo- 
sons, pour un instant, cette courbe tracée el coupant l'horizontale 
AB en /. Prenons le point 3 milieu de D/; parce point, concevons 
qu'on mène une tangente à la courbe funiculaire C'/dont il vient 
d'être parlé. Soity le point de contact. Menons rhorizontale dey; 
elle vient couper la courbe formée par les points c[ au point J'. 
Reportons ce point, par une verticale, sur la fibre moyenne en J. 
Je dis que c'est là le point cherché où le polygone des pressions 
coupe la fibre moyenne. Il coïncide ici avec le point c^ et J' avec c]^. 
En effet, la somme des moments des forces h* cls comprises entre 
le point J' et l'exlrémité A de l'arc est égale au produit 

C D X 5/, 

de sorte que, si o- est l'arc AJ, on a 

f h' y ds ^ G' D X 0/. 
De même, on a 



f /t'ydsr=C'Dx.oD; 



d'où, à cause de oD = 0/, 






qui montre que le point obtenu satisfait bien à l'équation qu'il 
s'agit de résoudre. 

Dans la pratique, comme nous remplaçons la courbe funicu- 
laire C/par le polygone tracé, nous chercherons les deux côtés 
consécutifs de ce polygone qui, prolongés jusqu'à la droite DA, 
la coupent en deux points placés de pari et d'aulre de son milieu 0. 
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Ces côtés sont ceux qui forment ]e sommel do polygone portant k 
lettre y, de sorte que le point J qu'on en déduit est celui où passe 
le poljgone des pressions. Il peut donc être tracé quelle que $oii 
la charge donnée (pourvu qu'elle soit symétrique) relativement i 
laquelle on veut que Tare considéré soit d'égale résistance^ puis- 
qu'il est assujetti à passer par les trois points A, J, B. 

Sa distance polaire, évaluée à l'échelle des forces, donnera 1 
poussée q que l'arc d'égale résistance fera naître sous l'influence d 
la charge considérée. 

Le produit qx^ào» cette poussée par la portion d'ordonnée GB^r 
comprise entre le polygone funiculaire et l'arc donnera le 
de flexion M en chaque point de l'arc. 





1* Tracé du polygono des pressIOBs dans le cas d'une torolnige 
forme régnant sur tout le tablier. — Pour tracer le polygone, il fai 
se donner les charges. Ce qu'il y a de remarquablci c'est qu'on 
pu déterminer le point J sans se les donner. 

Nous verrons à quoi cela tient, et nous verrons aussi que ce 
résultat est sujet à certaines exceptions. 

Supposons {fig> A, PL XXXVI) une charge unifonmiBiie 
p' ^=z p -\- f/ régnant sur toute la longueur du tablier. 

Dans la partie centrale aa' du tablier ayant 53", 1 8 de longue:^ ur^ 
celle charge porte dircclement sur Tare, puisque nous av-.^^)ns 
admis que, (îans cette partie, le tablier fait corps a\ec l'arc •^^'j. 
Dans la partie a a, la charge ne porte sur Tare que parles cL -^ux 
appuis a et a. Suivant la verticale a, on aura une charge 

H. = ^ /»•='-;"- y = i4, 375 x/,-. 

Au point a, agit une force 

P2= 7^ — P = ;;; P = 28,75/? . 



(') Nous n'avons pas sous les yeux de dessins détaillés de Tare pour savoir 
dans quelle mesure celle hypothèse se rapproche de la réalité; mais cela n'im- 
porte pour Tcxcrcicc que nous avons en vue. 
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Soit Pq la résultante de la charge uniforme régnant entre a et le 
sommet de Tare. Cette force sera appliquée au milieu de la distance 
du point a au sommet et sera 

Po= 26,594/?'. 

Le polygone des pressions doit (^fig* A, PL XX XV 11^ être 
symétrique par rapport à la verticale CD et passer par les points 
A et J. 

Pour l'obtenir, construisons d'abord un polygone funiculaire des 

trois charges 

Po) Pi» Pî> 

ayant son premier côté horizontal. 

A cet effet, traçons (^fig> Aq) une verticale distante de celle du 
sommet de Tare d'une longueur égale à l'ordonnée Je du point J 
comptée depuis la corde AB. 

D'un point quelconque Ao de cette verticale portons ces forces 
bout à bout. 

Comme échelle des forces, convenons que la charge totale />'' par 
mètre sera représentée par i™™. Comme l'échelle des longueurs 
est aussi de i™™ par mètre et que les forces Pq, P<, Pj sont res- 
pectivement 

^ ^ art _ rtô-T-rta „ 
Gax/?, — xp et x/? , 

nous aurons à porter bout à bout les longueurs 

aa ab-haT . 
da, — 7 = ao, 

2 2 

Par le point Aq, menons l'horizontale AqSq qui coupe la verti- 
cale du sommet en Sq. 

Prenons ce point comme pôle et aussi comme point de départ 
d'un polygone funiculaire, de sorte que ce polygone prolongé jus- 
qu'à la verticale de l'appui A sera ^oOo^oSoao' A présent, pour 
avoir la parabole répondant à la charge uniforme qui règne entre 
3( et 1 , il suffit de remarquer que cette courbe est tangente au côté 
»oOo en ^0 et au côté OqIo en lo; elle est donc déterminée et facile 
â tracer et le polygone funiculaire de distance polaire 5oAq=J<? 
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des charges véritables est formé par les côtés rectiJignes a^%^% 
et l'arc de parabole lo^a- 

Menons l'horizontale du point ao et prolongeons la verticale <i| 
point J (yî^. A), l^e détermine {ftg* A^) sur le polygone foo^ 
culaire qu'on vient de tracer (peu importe qu'elle rencontre 
partie curviligne ou la partie rectiligne de ce polygone ; seulement 
si elle reocontre la partie rectiligne, il sera inutile de tracer l'i^ 
de parabole le^o) Tordonnée Ja^o comptée depuis l'horisontale 
a^, c'est-à-dire depuis la corde de ce polygone symétrique par niK^ 
port à la verticale de ^o* 

Soit z une ordonnée quelconque du polygone des pressi^i^^ 
comptée depuis la corde AB et z^ l'ordonnée correspondante (o^ 
placée sur la même verticale) du polygone funiculaire «t^a comptée 
depuis l'horizontale oo ; si 9 et {jpo sont les distances polaires de 
ces deux polygones, on a (§ 43) 

En particulier, si les ordonnées z et z^ sont prises sur la verti- 
cale de Jy on a 

q X.Je = ço'x Jo^o- 
Mais on a pris 

qo= Ao5o= Je. 
Donc 

(4) q = ioeo. 

Ainsi, nous connaissons la distance polaire du polygone des 
pressions, c'est-à-dire la poussée de l'arc. C'est l'ordonnée Jo^o 
mesurée à l'échelle des forces. Celte ordonnée en millimètres est 

Joeo=69»", 

ce qui veut dire que la poussée est 

q = 69 x/?" tonnes, 

si p" est exprimé en tonnes. 

Prenons d'après cela, sur l'horizontale de5o, une longueur ^o^» 
égaleàJo^oî reproduisons en A* le polygone des forces Po> P" 
Pa. Construisons un polygone funiculaire de ces forces aj^ant s% 
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pôle, et ses côtés parallèles aux rayons polaires menés à ce 
au polygone des forces en partant {Jig- A) de la naissance 
.'arc. Nous aurons le polygone A2 10 Go. On devra remplacer 
tés 1.0 et OGq par l'arc de parabole tangent à ces lignes en 
]o et Ton aura ainsi le polygone des pressions formé par 
Dites A2, 2.1 et Tare de parabole ICo. 
nme vérification, ce polygone mixte devra passer par le 
J. 

Surcharge régnant sur la travée centrale aa! de l'arc. — La charge 
mente/? règne toujours sur toute la longueur. La surcharge - 
règne que sur la partie centrale ad ^ soit (P/. XXXVI^ sur 

53,i88-+-2 X 28,75 = iii",38 

igueur. Comme le polygone des pressions est encore symé- 

;, nous n'en construirons toujours qu'une moitié, cette fois, 

le droite, et nous appellerons (P/. XXXVII) F^, P', , F^, les 

analogues à celles Pq, P^, Pa considérées dans l'exemple 

dent, c'csl-à-dire la résultante de la charge uniforme sur Ca' 

[uée au milieu de G a', et les pressions sur a' et a'. On aura 

nment 

P'o = Po> P'i = Pi- 

'ce Pj change seule et devient 

-, ah->rai at , ah an 
Pl= X />H X/>'= — X />H X/> . 



p = 3ooo*, 

/)'= i5oo*= ^, 

'^ 2 

, 3 
P ^P-^P = -/> 



2 « 
ic 



Pi=(^ + ^');,', 
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Ainsi F, sera représenté par la longueur 

4Mb aa 

.» Uev de l'être, coimne précédenunent, par 2^ . 

Ncms ferons sor ces nouvelles forces F^, F,, Fj| la même éfme 
que sur les anciennes. Nous obtenons ainsi un demi-poljgMe ées 
pressions tracé sur la partie de droite de la figure A. Ce pol^gODS} 
assujetti à passer par le point J| symétrique de J (§ 3)| eM Ineé 
en traits et points altemèi, ainsi que le polygoîie faniculaire i|fii 
qui| sur la Jig. Af est l'analogie de .celui s%a$ du oas jptkk 
dent. 

Remarque. — La méthode précédenle repose essai^ËdleiiMoi 
sur cette hypothèse que les polygones des pressions obt«iii8|€a 
les supposant tracés sur toute la longueur de l'afOy.ne coupeiftli 
fibre moyenne qu'aux points A, B, J, Ji* S'ils la coupaient Isa 
d'autres points, le moment de flexion changerait de signe naphi 
grand nombre de fois que ^elcd supposé par l'équation (a'). Ouf 
ce cas, il faudrait recourir à la méthode générale qui sara ei» 
posée au § 6. 

§5. 

APPUGATIOH A LAFEBME DE LA GALERIE AHREXE DES HACHUnS AU PiliB 
DE L'EXPOSmOHimiTERSELLEDE 1878. — Cette ferme, dont la moitié 
est représentée {Jig- A, PL XXXVIIl)^ a 23™,4o de portée entre 
les axes des piliers. La hauteur sous faîtage est ii™, 5o; Pespace- 
ment des fermes est de 5". 

Elle est formée de pieds-droits reliés aux arbalétriers par une 
portion d'intrados courbe qui donne à Tensemble un aspect de 
grande légèreté. 

On a admis une charge de ^&^^ par mètre carré de surface cou- 
verte, soit 

Ossature métallique 65 

Pannes en bois portant les voliges et voliges. ... 33 

Couverture en tuiles métalliques 8 

Surcharge de neige ou de vent \q 

Total 96 
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Comme les fermes ont 5" d'espacement, il en résulte une charge 
de /) = 96 X 5 = 480^* par mètre courant de ferme. 

Les extrémités des piliers ont été considérées comme fixées au 
sol par simples rotules sans encastrement. 

Les calculs ont été faits avec beaucoup de soin par M. Tingénieur 
de Dion. 

MM. Molinos et Seyrig, dans une Notice sur M. Henri de Dion, 
les ont refaits, partie par le calcul, partie par les procédés graphi- 
ques, en adoptant rigoureusement les données d'exécution. Ils ont 
trouvé ainsi pour courbe des pressions l'arc de parabole tracé en 
traits pleins, tandis que M. de Dion avait trouvé celui tracé en 
traits discontinus et points. On voit que la différence est peu sen- 
sible. 

Notre méthode donne le résultat presque à vue et en montrant 
qu'en effet la ferme est bien d'égale résistance. 

La fibre moyenne ou lieu des milieux des hauteurs est tracée en 
traits discontinus et points. Nous pouvons sans erreur sensible re- 
garder la partie de cette fibre formant le pilier comme une droite 
verticale B 6 et la partie formant l'arbalétrier comme une droite 
inclinée 6 G. 

Soit r\ l'ordonnée au-dessus du sol du point inconnu J où la 

courbe des pressions coupe la fibre moyenne. 

Si 

B6H-6J = j, 
on aura 






Y ds 



Mais, si nous négligeons Taccroissement de hauteur donné à la 
ferme dans le voisinage de la jonction du pied-droit et de l'arbalé- 
trier, nous nous plaçons dans des conditions défavorables et alors 
nous pouvons regarder la hauteur h de la poutre formant le pied- 
droit comme constante et égale à Ao? ^t de même celle formant 
Tarbalétrier comme ayant une valeur sensiblement constante h\ 
qu'on prendra égale à la valeur qu'elle a au milieu de l'arbalétrier. 

Par suite, en appelant Hq la hauteur du pied-droit et H =CD 

la hauteur de la fibre moyenne sous faîtage, observant que, pour 

le pied-droit 

ds = dy\ 
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et pour Parbalétrier 

i étant son incUnaison, Féquation ci-dessus devient 

on 

d*OÙ ' 




A réchelle de la figure et en millimètres, on trouve 



La demi-portée est 



d'où 





A« = 


7. 




At = 


6, 




H« = 


6o, 




Bt = 


lia. 




/ 

- = 11 

3 


>7-, 


sin i 


H — 


Ho 



52 



et 



par suite 



/ 117 

2 



Al . . 6 X 52 507 

I — -r- sin t = I = 3-^ ; 

Ao 7x117 809 



= 4 / «M = 86™". 



Or le tracé exact de MM. Molinos et Seyrig, établi en tenant 
compte des dimensions et moments d'inertie de toutes les pièces, 
et à Faide des procédés très laborieux, quoique ingénieux, de M. de 
Dion, donne précisément, pour cette ordonnée tj du point d'inter- 
section de la parabole pleine, avec la fibre moyenne mesurée à W- 

chelle du dessin, 

7) = 86' 



Lmm 



En présence des calculs fort longs auxquels ont dô se livrer 
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MM. Molinos et Seyrig pour obtenir ce résultat, on reconnaîtra 
que notre méthode le fournit bien simplement. Ajoutons qu'elle 
est conforme à ce qu'exige la pratique, puisqu'elle ne consiste pas, 
comme celle généralement suivie, en une vérification a posteriori 
de dimensions préalablement admises. Il suffit qu'on se donne les 
dimensions générales de la ferme, pour que nous en déduisions 
le point J de la parabole funiculaire et, par suite, les éléments 
nécessaires à la détermination des dimensions à donner aux di- 
verses pièces qui la composent. 

En effet, ayant le point J, sachant d'ailleurs que la courbe passe 
par le tourillon B, que de plus son axe coïncide avec la verticale 
du sommet de la courbe, nous pouvons la tracer quelle que soit la 
charge p par mètre courant. 

A cet effet, joignons les points B et J par une droi te qui , prolongée, 
coupe la verticale du sommet ou l'axe de la courbe en un point K. 

Sur BJ comme diamètre, construisons une circonférence, à la- 
quelle nous mènerons par le point K une tangente K A*. Projetons 
le point k en k' sur JB et k" en k' sur la verticale de K. 

D'après la théorie des polaires, la droite k' k" va couper la para- 
bole au point de contact de la tangente à la courbe menée par K; 
par suite, le sommet S est au milieu de A^'K. 

En menant par le milieu de DB une verticale jusqu'à l'horizon- 
tale du sommet S, on obtient un point O de la tangente en B à la 
parabole. De même, projetant J sur la corde DB en e et menant 
par le milieu de D^ une verticale jusqu'à l'horizontale du point S, 
on a un point de la tangente en J. On peut donc tracer la courbe 
très exactement. 

Ceci posé, la charge par mètre étant /?, la demi-charge totale 

est p -• 

Prenons une échelle des forces telle que p^^ soient représentés 
par 1*^". Alors la demi-charge totale est représentée par DB, 
puisque l'échelle des longueurs est de i*"* par mètre. 

Inscrivons dans l'angle BoOB une verticale de longueur DB. 

Soit la distance mesurée en centimètres de cette verticale au 
point O. Pour avoir 8, il suffit de prendre OL = DB et de mener 
l'horizontale L jusqu'à sa rencontre avec la tangente en B. Ce 
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sera la longueur S. La poussée q de l'arc sera 

P étant la charge totale de la ferme. 

Ici l'on a 

8 = 5,8-. 
D'ailleurs 

/ = at34; 
donc 

58 p 

^=S4^' 

et cela quelle que soit la charge P ou p. 

Pour avoir le moment de flexion M en un point quelconque de 
la fibre moyenne, soit Ç l'ordonnée verticale exprimée en eenli- 
mètres comprise entre ce point et la parabole. 

On aura 

en kilogramme très. 

On peut donc déterminer le moment d'inertie à donnera chaque 
section de la ferme. Si l'on a adopté ces moments et qu'on aug- 
mente ensuite aux environs du point de jonction de la ferme et de 
son pilier la hauteur admise dans nos calculs, la sécurité n'en sera 
que plus grande. 

§6. 

HéTBBlOHATIOR DU SOLIDE D'ÉGALE BÉ8I8TAHGE BELiTITE A UIE GHABtt 
dUELGORdUE STMÉTBiaUE OU ROR. — Il peut arriver, dans le cas géné- 
ral que nous allons traiter main tenant, que la courbe des pressions 
ne coupe l'arc donné qu'en un seul point J; ce point ne peut 
alors être que le sommet de Tare, car on devra avoir, si AJ = a, 






équation qui, à cause de la symétrie de l'arc, est satisfaite pour 
7= -> et, comme nous admettons qu'il n'y a qu'un seul point J, 
rét[uation ne doit pas admettre d'autre solution. 
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Le polygone des pressions devra donc, dans ce cas, passer par 
les deux appuis A et B et le sommet C de l'arc, ce qui le définit 
a priori, quelle que soit la charge. Mais, pour que le polygone 
ainsi obtenu convienne effectivement, il faut, comme le sup- 
pose la dernière équation, qu'il ne coupe l'arc en aucun autre 
point que ceux A, B, C. C'est ce qui n'arrivera pas en général. 
Cela n'arrivera jamais si la charge est symétrique; car la courbe 
des pressions étant alors symétrique, sa tangente en C sera hori- 
zontale comme celle de l'arc, qu'elle couperait donc au point C, en 
deux points confondus. Le moment de flexion ne changerait pas 
de signe de part et d'autre de ce point, comme il arriverait s'il était 
simple et comme le suppose la dernière équation. 

Pour bien préciser cette circonstance, supposons qu'on veuille 
{fiS' 7^J P- ^46) construire Tare ACB en solide d'égale résistance 
pour une charge unique P. Si cette charge est placée au sommet, 
elle est symétrique. Il existe alors deux points symétriques Jo et Ji 
où le polygone des pressions qui ne comporte ici que deux côtés 
coupe l'arc, ces points se déterminant comme il a été dit aux pa- 
ragraphes précédents. Si le poids P est placé très près du sommet, 
on conçoit qu'il doive encore exister deux points d'intersection 
analogues à Jq et J| , mais qui ne seront plus symétriques par rap- 
port à C. Existe-t-il des positions du poids pour lesquelles il n'y 
ait qu'un seul point d'intersection qui soit le sommet C? 

Pour répondre à cette question, menons les sécantes symé- 
triques AC et BC et les tangentes à l'arc en A et B jusqu'à leurs 
rencontres en t et t' avec les sécantes. Je dis que, si le poids P est 
placé entre les verticales t et t'^ il y a nécessairement deux points 
d'intersection du polygone des pressions avec l'arc, ou deux points 
de l'arc où le moment de flexion change de signe, tandis qu'il n'y 
en a qu'un seul, si le poids est placé entre l'une des verticales t ou 
t' et l'appui le plus voisin. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, le poids P placé à 
gauche du milieu de l'arc. 

Quelle que soit sa position, s'il n'existe qu'un seul point d'in- 
tersection du polygone des pressions et de l'arc, nous savons que 
ce point ne peut tllre que le sommet C de l'arc. Donc l'un des 
deux côtés du polygone des pressions passe par le point C. 
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Comme ce cAté doit passer par l'un des appnist ce sera la dir^^te 
BC ou ceUe AC. 

Dans le premier cas, si S est le point d'intersection dea^ ]| 
droite BC avec la charge, le second côté sera AS. Le poljgone ^ 
pressions sera ASB. Or, pour qu'effectivement il ne coupe l'ar«:^||| 
aucun autre point que ceux A, B, C, il faut et il suffit qo^» j^ 
poids P soit à gauche du point i» 



Pîg. 78. 




S'il est à droite de ce point, en S', par exemple, le polygone des 
pressions coupe Tare en un point J autre que G, ce qui est contre 
notre hj^othèse. 

Le cas que nous venons d'examiner est d'ailleurs le seul pos- 
sible, c'est-à-dire que le côté AC ne peut pas faire partie du poly- 
gone des pressions; autrement ce polygone serait A^B, le point* 
étant l'intersection de AC avec la verticale de P, et il ne couperait 
pas du tout l'arc, ce qui est impossible, l'équation fondamentale 

— y ds = o exigeant que M change de signe au moins une fois. 

D'une manière générale, étant donnée une charge non sym^ 
trique quelle qu'elle soit, relativement à laquelle on veut rendre 
l'arc ACB d'égale résistance, pour savoir si cela peut avoir lieu le 
polygone des pressions ne coupant l'arc qu'en un seul point, on 
tracera le polygone funiculaire des charges données passant par 
les trois points A, (], B. 



/ 
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S'il ne coupe Tare en aucun autre point, ce sera le poh'gone des 
pressions répondant à Tégale résistance. 

Sa distance polaire sera la poussée de Tare. Le produit de cette 
poussée par l'ordonnée comprise entre le polygone et Tare donnera 
le moment de flexion en chaque point, et de ce moment de flexion 
on déduira le moment d'inertie à donner à chaque section. 

Mais supposons que le polygone funiculaire passant par A, B, C 
coupe l'arc en un ou plusieurs autres points. On en conclura que 
l'hypothèse consistant en ce que le moment de flexion ne change 
qu'une fois de signe ne se réalise pas et l'on doit admettre qu'il 
change au moins deux fois ou qu'il existe (^fig- 79, p. 348) au 
moins deux points J et J| où le polygone des pressions coupe l'arc 
et où, par suite, le moment de flexion change de signe. Il s'agit 
de déterminer ces deux points. 

Nous allons d'abord indiquer une marche qui conduirait sûre- 
ment au but, mais d'une façon un peu laborieuse. Nous montrerons 
ensuite, par un exemple, comment, dans la pratique, par un pro- 
cédé de fausse position, le résultat peut être atteint très rapidement 
et avec une approximation très suffisante. 

Soient 0- et cti les longueurs des deux arcs inconnus AJ et AJ|. 
L'équation (2') du § 1 devra être remplacée par celle-ci 

(5) hyds—j h' y ds -+- / h' y ds = o, 

qui fournit une première relation entre les deux inconnues du pro- 
blème. 

Le polygone des pressions en fournit une seconde qu'on peut 
obtenir avant de connaître ce polygone. 

En eflet, on sait que c'est un polygone funiculaire de forces 
données qui, par hypothèse, est assujetti à passer par les quatre 
points A, B, J et J, ; or, trois de ces points suffisant à le définir, il 
existe nécessairement une relation entre les positions des points J 
et J|. Pour trouver cette relation graphiquement, traçons tous les 
polygones funiculaires des charges données passant par les points A 
et B et coupant l'arc en deux autres points. 

Nous avons déjà un polygone funiculaire qui, par hypothèse, 
satisfait à cette condition, celui qui passe par le sommet de Tare. 
Appelons (Po) ce polygone. 
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Les abscisses de ses deux points d^intersectioA avec Tare sont 
ainsi connues. L'un de ces points est le sommet G de rare et 

a potur abscisse a = ~; soit Jo Tautre point eta'= a« son abscisse 

mesurée sur l'épure et appelons Oo le pâle (non représ^mté) de 
ce poljrgone. 

Fig- 79- 




Si par le point Oo on mène une horizontale, on aura (§ 43) le 
lieu des pôles des polygones funiculaires passant par les points A 
et B. 

Parmi ceux de ces polygones funiculaires qui coupent l'arc en 
deux points et deux seulement, autres que A et B, il conviendra 
de chercher ceux qui le coupent en deux points confondus, c'est- 
à-dire qui lui sont tangents sans le couper ailleurs qu'en A et B. 

Comme les côtés correspondants de tous ces polygones pi- 
votent (§ 43) autour de points fixes placés sur la droite AB et 
connus, puisqu'on connaît Tun des polygones, il sera facile, par un 
tâtonnement très rapide, de trouver les polygones dont il s'agit. 
Pour construire un polygone dont un côté quelconque soit tangent 
à Tare, on mènera par le pivot du côté correspondant du poly- 
gone Pq une tangente à l'arc; on aura le côté du nouveau polygone. 
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ce qui déterminera tous les autres côtés à l'aide de leurs pivots 
respectifs. 

On peut ainsi tracer un polygone funiculaire dont l'un des côtés 
choisi arbitrairement soit tangent à l'arc. 

Mais, parmi ces polygones, en aussi grand nombre que le poly- 
gone funiculaire comporte de côtés, il n'y en aura généralement que 
deux qui ne couperont pas l'arc en dehors des points A et B. Si 
0| et Oo sont leurs pôles, les pôles de tous les polygones passant 
par A et 6 et coupant l'arc en deux points seulement sont, sur la 
droite 0| O2, entre les points Oj et O25 il suffira, en général, d'en 
tracer un ou deux au plus, ce qui, avec ceux qui sont tangents à 
l'arc et celui passant par le sommet, en fera connaître quatre ou 
cinq. 

Soient, pour un quelconque d'entre eux, a et a' les abscisses des 
deux points d'intersection. 

Pour les polygones tangents à l'arc, on aura 

0* = a. 

Traçons deux axes rectangulaires et portons les a en abscisses 
et les a' en ordonnées correspondantes; nous aurons une courbe 
que nous appellerons la courbe (a), qui figurera la relation né- 
cessaire qui existe entre les abscisses des deux points J et J| 
appartenant à un même polygone funiculaire passant par les 
points A et B. 

Ceci posé, concevons qu'on ait tracé (^fig* 79, p. 349) '^ courbe 
funiculaire C/ des forces horizontales hl ds^ pareille à celle tracée 
dans le cas des charges symétriques. 

Soit C/' sa symétrique. 

Prenons sur l'arc un point J d'abscisse quelconque a et son 
correspondant J| d'abscisse a', celle-ci étant connue par la 
courbe (a). Menons les horizontales Jy et i\j\ jusqu'à leurs ren- 
contres en j et j^ avec la courbe fOf, Par les points j et y,, 
menons les tangentes à ces courbes jusqu'à leurs rencontres en 3 
et 0' avec la corde AB. Mesurons la longueur 

Pour chaque valeur de l'abscisse a, portons ^ en ordonnée. Nous 
aurons une nouvelle courbe que nous appellerons la courbe (j3). 
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La théorie des moments donne 

f A>££f = CDx/«, 

A>£&=CDx87'; 



i 



done l'équation (5) devient 

(5') /8-.88'-f-8'/'=o 

ou 

p=o. 

Ainsi l'un des points chercliés J a pour abscisse celle du point 
d'intersection de la courbe (^) avec l'axe des abscisses. 

Connaissant le point J, on peut tracer le poljr]g;one funiculûre 
des charges données, puisqu'il passe par ce point et les points A 
et B. Comme vérification, il devra passer par le point J|, que it 
courbe (a) donnerait. 

Ayant le polygone des pressions, on en déduit la poussée et le 
moment de flexion en chaque point de l'arc. 

Par la condition d'égale résis lance, on aura donc le moment 
d'inertie à donner à chaque section. 

Remarque, — Si la courbe (p) ne coupait pas Taxe des ab- 
scisses, cela prouverait qu'il n'existe pas d'arc d'égale résistance 
relatif à la charge donnée, rencontré seulement en quatre points 
par le polygone des pressions. Il faudrait donc supposer que ce 
polygone coupe l'arc en cinq points, soit trois points J, J|, J^en 
dehors de ceux A et B. 

Cela n'arrivera guère dans la pratique. 

Mais la méthode qui précède s'étendrait sans difficulté au cas 
général où le nombre des points d'intersection serait quelconque. 

S'il est de trois, soient a, ai , aj les abscisses de ces points et ff, 
o-,, 0-2 les arcs AJ, AJ|, AJ2. L'équation (5) sera remplacée par 
celle-ci 

h'yds— h'yds-^j k'yds—j h'yds = o. 
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Si un polj^gone funiculaire coupe l'arc en trois points d'ab- 
scisses a, a,, 7.2 (outre les points A et B), la connaissance de l'un 
des points d'intersection entraîne celle des deux autres. Ainsi, à 
chaque valeur admise pour a répondent des valeurs déterminées 
de di et aj. Pour les obtenir, il suffît de tracer un certain nombre 
de polygones funiculaires coupant l'arc en trois points autres que 
A et B. 

On portera les abscisses a de l'un des points d'intersection de 
chacun de ces polygones en abscisses sur une ligne Ox et les 
abscisses correspondantes a^ et t.^ des deux autres en ordonnées ; 
on aura une courbe (a) à deux branches. 

Puis, prenant {Jig- 80) sur l'arc un point quelconque J d'ab- 




scisse a, on construira ses correspondants J|, J2 d'abscisses a, 
et a2, on mènera les horizontales Jy, Ji/i, i^ji jusqu'à leurs ren- 
contres avec les deux courbes symétriques G/, G'/'. 

On mènera les tangentes à ces courbes en y, 71,72) elles coupent 
la corde aux points 8, 8|, 82. On formera la longueur 



ô — oô,-+-ôiô,— 0,7'= p. 

On portera^ sur un axe des abscisses les longueurs a et en or- 
données correspondantes les longueurs p. 

On aura une nouvelle courbe que nous appelons la courbe (^). 
C'est l'abscisse de son point d'intersection avec l'axe des x qui est 
l'abscisse du véritable point J où le polygone des pressions coupe 
l'arc. 

Gomme vérification, ce polygone devra passer par les points J| 
et J2 correspondants de J donnés par la courbe (a). 



} 
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Si la coarbe (^) ne coupait pas l'axe des ûs, il faudrait sim^^^« 
poser quatre points d'intersection J, et ainsi de suite. 

Nous allons voir, sur un exemple, comment cette marche 
simplifie dans la pratique. 

AftUCiTliM AV fWT miMVnO) — - Appliquons la méthode qui p^i^^ 
cède au troisième cas de surcharge supposé (§ 4) dans Texemjip»/^ 
do pont du Douro, celui où (PL XXXVl^ fig. A)' ce sont Uteit 
deux demi-travées a a et 6a qui portent la surcharge à parEir 
de leur pile- commune a, la charge permanente régnant tonjoiart 
sur l'arc entier. 

Les charges totales j/ provenant de la charge permanenle p et 
de la surcharge 



d'oà 



P-^P^ 



ff=.p^p'^^p. 



sont cette fois les suivantes : 
En a et a', respectivement, 

P,= p'z=baxp', 

_, h' a' -\- a t! ba -^ ai ^ a, 

P,= /?= 3 y= j^ax/?'; 



en a et a', respectivement, 



Pi 



p; = 



av. , 



ai 



P\ 



enfin entre a et le sommet b de l'arc C, règne la charge unifonne 
/>", dont la résultante appliquée au milieu de aC est 



Po= -aCx/?'; 

2 



entre C et a'^ la charge uniforme /> = ô /^'^ dont la résultante Po 
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appliquée au milieu de Ca' est 

Nous devons, d'après la marche indiquée au paragraphe pré- 
cédenl, tracer d'abord le polygone funiculaire des forces consi- 
dérées passant par les trois points A, G, B {PL A^XA'VII) el, 
s'il ne coupe pas l'arc en un quatrième point, ce sera le polygone 
des pressions de l'arc supposé d'égale résistance. 

A cet effet {fig- A| ), prenons sur la verticale CD un point quel- 
c^onque 5|, menons l'horizontale 5|A|B| jusqu'à ses points d'in- 
lersection en Aj et B| avec les verticales menées de part et d'autre 
de celle s^ et à la distance CD de celle-ci. 

A partir de A|, portons houl à bout les forces 

f*Ot ï*i» '^J» 

représentées respectivement par 



» y 

'à. 'A '1 



t 



il partir de Bj , portons les forces 

i>' i>' i>' 

représentées respectivement par 

Cl ni Un 

T' T' 1" 

Menons de 5| des rayons polaires aux points Aj, B| et aux 
|)oints de division sur les deux verticales, puis construisons le po- 
lygone funiculaire correspondant. 

II coupera les appuis en ai el j3| et sera 

le côté o,5|0'^ étant horizontal; les côtés l,o, et \\o\ sont indi- 
4jués en pointillé parce que les parties 1|0|5| et s^o\\\ sont, 
en réalité, à remplacer par des arcs de parabole à axe vertical 
tangents en 1|, 5|, 1', aux côtés du polygone. Ce sont ces arcs qui 
sont tracés en lignes pleines; menons la corde a, 3,, qui coupe la 
verticale .Ç| en e|. 

in. 23 
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Si €/| est la distance polaire du polygone qu'on vient de' 
et^^i une ordonnée quelconque comprise entre ce poljgone 
corde; si d et z sont les grandeurs analogues pour le poljg^c^ 
cherché passant par les points A, C, B, on a 

sxd=zsixdi. 

Si Ton applique Téquation à là verticale CD, on a 

CD x^=5«|9ix df. 

Mais di ssi CD, ^onc 

, d=:$tei. 

Traçons donc deux nouvelles verticales de part et d'antre it 
celle .Si et à la distance s^ e^ ; eUes coapent l'horizontale 5| ea A, 

et b;. 

A partir de ces points, portons les polygones des forces pié- 
cédemment portées à partir de A| et B4; menons les rayons po- 
laires de s% et construisons le polygone a, s% ^\ correspondsDt,, 
comme on a construit celui «i s^ ^|. 

Les ordonnées comprises entre ce polygone et sa corde a, pi 
étant portées à partir de AB {fig* A) fourniront (§ 43) le polygone 
cherché passant par le point C. 

Dans le polygone ACB ainsi obtenu, les deux côtés compris 
entre les verticales C et a doivent être remplacés par l'arc de pa- 
rabole tangent à ces côtés en C et a, de même pour les côtés com- 
pris entre C et a'. 

Ce polygone est tracé sur la figure A en traits discontinus fins. 
On voit qu'il coupe l'arc non seulement aux points A, C, B, mais 
encore en un quatrième point g placé non loin de l'extrémité 
gauche A. Reportons ce point en g' sur l'arc amplifié et de là en 
V, par une horizontale, sur la ligne C'/. Par le point y menons 
une tangente à cette ligne ou plutôt, comme la courbe Cy est rem- 
placée par un polygone, prolongeons le côté de ce polygone passant 
par le point y. Ce côté prolongé vient rencontrer la corde AB 
(;n Oo. 

Si le point d'intersection g n'existait pas, si le polygone ACB 
se trouvait extérieur à l'arc depuis A jusqu'en C et intérieur de C 
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n B, on aurait 

f h'yds = CD X (/D - D/) = o, 

: e qui doit être pour que Tare soit d'égale résistance. 
Ici Ton a 

C h y rf*= CD X ( -/00-+- OoD — D/') =- CD x a/oo- 
• 

\insi, l'intégrale / h'y ds, au lieu d'être nulle, est négative. 



«''0 



Comme c'est le côté A^ partant de A qui coupe l'arc, construi- 
rons un polygone funiculaire des forces données et représentées sur 
a figure A|, dont le côté partant de A(Jlg, A) soit tangent à l'arc 
^n A et qui passe toujours par le point B. On n'a marqué sur la 
Igure que les sommets de ces polygones. Ce sont les points 2| , 1 1 , 
3i, O'^, \\, 2',. Il est facile à tracer; son premier côté A2| est la 
Langcnte à l'arc en A. Le côté 2| 1| coupe la corde BA prolongée 
lu même point que le côté correspondant du polygone ACB(§43). 
Ayant deux côtés du polygone, on a son pôle, et même, ayant un 
côté et sachant qu'il passe par les points A et B, on a son pôle. 
Car, à l'aide du polygone ai ^j (Jiff- Ai), on trouve la résultante 
des forces ; si l'on divise la longueur totale des polygones des forces 
en raison inverse des segments que cette résultante détermine sur 
AB, on a un point w (non marqué); l'horizontale de ce point est le 
lieu des pôles des polygones passant par les points A et B (§ 45). 

Connaissant ce lieu et un rayon polaire, puisque Ton connaît un 
côté du polygone, celui A2|, on en conclut le pôle et, par suite, le 
|)olygone tout entier. 

Ici il se trouve que c'est le premier côté du polygone ACB 
cj'abord tracé qui coupe l'arc; si c'était un autre côté, par exemple 
le second, il suffirait de prolonger ce côté jusqu'à la ligne BA pro- 
longée; par le point d'intersection, on mènerait une tangente à 
l'arc; ce serait le côté du nouveau polygone qu'on se propose de 
tracer. Ainsi, ce polygone 42, Ij 0| O', 1', 2, B, caractérisé par ce 
c^u'il passe par les points A et B et par ce qu'il est tangent à l'arc par 
son côté correspondant au côté du polygone ACB qui coupe l'arc, 
est toujours facile à tracer. 
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Son dernier côté 2', B (ici c^est le dernier ; dans le cas général^ 
c*en peut être un autre) coupe l'arc en m; reportons ce point m en 
m! sur l'arc amplifié, de là en |jl sur la ligne Qf et menons la 
tangente à cette ligne en |jl. Elle coupe la corde AB enS'^. 

Ce polygone donne 



J'hyds^ 



CDx(/8i-8i/)>o. 



Et forcément ce second polygone donnera tpujourspourrintégrak 






un signe contraire à celui que lui donne le premier polygone tracé 
ACB. 

Soit 8v le point, analogue à ceux Sq etS'^, qui correspond au po- 
lygone des pressions vrai, c'est-à-dire au polygone qui annule Tin- 
tégrale. Ce polygone sera intermédiaire entre les deux précédent!». 
Soit S| le point S' qui répond à son second point d'intersection 
avec l'arc. On aura 

f A>rfi = CD(/8v — 8v8,-*-8i/')=o, 
d*oii 

Ov — OyÔi-4-Oi/ = o. 

Et, comme 

/ov -H OyO, -h 8,/' = a/D, 

on en conclut 

av8,=/D 

ou 

8v8i— /D =0. 

Pour le premier polygone tracé, les points analogues à OyetOi 
sont Zq et D. Leur distance SyS, == SqD et ils donnent 

8,8i-/D = 8oD-/D=-/8o<o; 
pour le second, les points Oy et 0| sont /et o^ et ils donnent 

Le point Oy sera donc entre ûq et / et nous le trouverons approxi- 



On a sur Tépure 



ou 
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malîvement par une interpolation proportionnelle 

-l'oii 

/a; /D-t-D/'o-^oD yao-HDo'o' 

Da;^4i"»"', 
/ao-7,^; 

■;equi permet de construire le point Oy. Menons de ce point une 
tangente à /G ou plutôt prenons le sommet j^ de ce polygone, 
ciont les côtés prolongés comprennent entre eux le point Oy) me- 
nons rhorizontale de ya, on trouve le point Cg et, en le reportant 
sur l'arc, on a le point Cg qui est celui par lequel doit passer 
le polygone des pressions. 

Ce polygone devant ainsi passer par les trois points A, Cg, B est 
déterminé. Il est tracé en lignes pleines. Il coupe l'arc en un se- 
cond point placé entre les verticales bi b\ et P'^. Si nous reportons 
ce second point d'intersection sur l'arc amplifié par une verticale 
et de là, par une horizontale, sur le polygone C/', nous voyons 
r|ue nous rencontrons le premier côté de ce polygone. Ce côté 
coïncide avec le rayon polaire symétrique de celui qui passe par le 

point de séparation des forces -y- et -r^- Nous avons donc son pro- 
longement d'une façon très exacte. Il fournit le point 0| et, comme 
contrôle du degré d'exactitude de notre interpolation, on doit avoir 

Oya, =/D. 
C'est ce qui a lieu 1res exactement. 

§ 8. 

SOLIDE D'iftALE BÉ8ISTAHGE SOUS LES ACTIONS BÉUHIES D'UHE CHARGE 
DOim&E aUELCOHaUE ET D'UH CHAHCEMENT DONHÉ DE TEUPÉEATURE. — Si 
l'on veut que l'arc soit d'égale résistance sous l'influence d'une 
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chaire déterminée (que nous supposerons d'abord symétrique 
comme au §-4), à l'instant où il a subi les accroisseœenis extrêmes 
±: T de température par lesquels il est appelé à passer, on devra 
poser (Chap. I, § 441) 



/M 



E8/T, 



et, si la charge est symétrique, 



/?'-= 



E8/T 



La condition d'égale résistance est toujours 

MA 



al 



= dLR, 



R ayant même signe que M. 

Soit (Jig. A, PL XJCXVU) 3 le point (supposé d*abord oniqiie 
comme au § 4) du demi-arc AG où le moment de flexion s'simnk 
et 9 l'arc AJ. Si M est positif entre A et J, il sera négatif enire i 
et G, et vice versa. 

Des deux dernières équations, on tirera en tous cas 



1 A 1 f^ *K 



Soit y le point où l'horizontale de J' coupe la courbe funiculaire 
Cfde pôle G des forces horizontales ^ds et ù le point où la tan- 
gente à cette courbe en / coupe la corde AB. 

Dans la pratique, si Ton remplace ds par As, As étant la longueur 
d'arc comprise entre deux des points de division précédemmenl 
employés, cette équation se trouve remplacée par celle-ci 



Vif- Vif - 

^ h Ma h 



EU' 



2K X A* 



La courbe G /sera remplacée par un polygone funiculaire C/. 
D'ailleurs, par la construction de la figure, on a trouvé les Ion- 
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gucurs h! définies par 



., oc' 



d'où 

S 



Si T = o, on retrouve l'équation précédemment obtenue, et le 
point 8 où la tangente à la courbe funiculaire en j coupe AB est, 
comme on l'a vu (§ 4) au milieu de/D. 

On a, comme ici les h' ont été réduits au ^ de leur valeur, 

or 

s 
î 



2^> = 5G'DxoD. 

or 

Donc on doit avoir 



.. ._ . Eo/t oc' 

/o-<>D=r- — ~- X 



10 H A5xC'D 
D'ailleurs 

/8-f-aD=/D, 
d'oii 



. 1 ._ . ES/x OC 

= -/ D =b ;,- X T 



2oR A5X CD 

Le point 8, au lieu d'être au milieu de/D, se trouve à une dis- 
lance de ce milieu 

, , E8t Ôg' , 

' 20 K A5 X C D ' 

d'un côté ou de l'autre, suivant que la température de l'arc est à 
sa valeur maxima ou à sa valeur minima, ce qui donne deux points 
o" et 8' également distants du point 3. 

Observons d'ailleurs que l'expression de (a) est bien une lon- 
gueur, c'est-à-dire que le coefficient de / est un nombre. 

En effet, le rapport 



A^x CD 
(^st un nombre sans dimensions. 
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On s'est donné OC en nombre rond de mètres par exemple; on 

connaît CD, qui est ici double de la flèche de Tare, et A5=:^, 

si s est la longueur de l'arc ACB et n le nombre de parties en les- 
quelles on Ta divisé. 

On peut donc calculer facilement le rapport ci-dessus. 

E 
D'autre part, jjr> rapport du coefficient d'élasticité à une ten- 
sion ou pression par unité de surface R, est aussi un nombre sans 
dimensions ; car E est défini par l'allongement ). d'une barre ie 
longueur / et de section S sous l'action d'une force F, par la formule 

X 



X I /F\ 



où le premier membre est sans dimensions; donc il en est de aiéme 

F 

du second; or ^> action par unité de surface de la barre, est une 

grandeur homogène à II: ainsi il suffit de connaître pour la ma- 
tière employée le coefficient d'élasticité avec des unités de longueur 
et de force arbitraires et la résistance R qu'on ne veut pas dépasser 
avec ces mêmes unités. Quelles qu'elles soient, le rapport numé- 

rique -^ n'en sera pas affecté. S'il s'agit du fer et qu'on prenne le 

mètre et le kilogramme pour unités, on peut faire 

K — i6 X lo^. 

Si l'on ne veiil pas dépasser une tension de (5*^^ par niiliinièlrc 
carré ou de () > lo'' kilogrammes par mètre carré, 

d'où 

!•: ^8 ioo 



10*— ^-— , 



et cela, même si l'on changeait toutes les unités. 

D'autre pari, le coefficienl de dilatation du fer, si Ton prend le 
mètre pour unité de longueur, est 

-: 0,0000 129., 

c'est-à-dire qu'une barre de fer d'un mètre de longueur s'allonge 
(le o'", ooooi'>. >. par chaque degré C. d'accroissement de tempé- 
rature. 
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Admeltons que l'écart entre la température possible et celle de 
ia pose puisse être de zh 3o**, en sorte que t = 3o, d'où 

OT = o,ooo366. 
Par suite, l'expression (a) devient 

OC 
(b) 0,00^88 X ^^^ '^,^ X /, 

où la longueur / ou portée de Tare doit être exprimée en mètres, 

puisque le coefficient de dilatation est rapporté au mètre. 

Si l'échelle des longueurs est j^, on devra, par suite, après 

avoir marqué le point 8, milieu de D/, prendre les points 5' et o" 

sur l'épure, de façon que 

or 
ib') 35-.-oo'=o,o..ii^^^x^". • 

En menant par o'' et o' des tangentes à la courbe C/, on obtient 
deux points de contact y*! et y2 et, par suite, deux points corres- 
pondants J\ et J[, placés sur les horizontales de j\ et y'a et deux 
points J| et J2 placés sur les verticales de J', , J!,. 

Le polygone des pressions passera par l'un ou l'autre des points 
Ji, Ja suivant que la température a l'une ou l'autre des valeurs 
«extrêmes qu'elle peut atteindre. 

L'un ou l'autre des deux polygones funiculaires des charges 
«lonnées passant l'un par les trois points A, J|, B, l'autre par ceux 
A, J2, B se réaliserait dans un arc d'égale résistance sous l'action 
(les charges données, suivant que cet arc serait constitué d'égale 
résistance pour l'une ou l'autre des deux températures extrêmes qui 
peuvent se réaliser. 

Mais, au lieu d'adopter l'une ou l'autre, il conviendra de pro- 
céder ainsi. 

Soient ^1, q2 les distances polaires connues qui répondent à ces 
deux polygones de pressions et soient !J| les ordonnées de l'un d'eux. 
Sa celles de l'autre, ces ordonnées comptées jusqu'à l'arc. Il en ré- 
sulte que le moment de flexion qui se produit, si c'est l'un des deux 
polygones qui se réalise, est en valeur absolue 

«îl si c'est l'autre 
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On adoptera pour chaque section le pins grand des deu. 
Soit jrÇ ce moment. On déterminera le moment d^inerlie 1 delt 
section par la formule 



Si la charge n'est pas symétrique, on procède de même. Soit C/ 
la couri>e funiculaire symétrique de C/ ou le polygone sobstitaé à 
cette courbe : 



* V 



1** On ess^era d'abord, comme au § 7, si le polygone im pres- 
sions ne coupe l'arc qu'en un seul point. 

Ce point J ne sera plus ici le sommet de l'arc ; il sera dqmiéi si 
9 est l'arc AJ, par l'équation exacte 



' /i*-/i'^=*. 



Etxl 



ou approximativement 

a 

Soient (Jlg. A, PL XXXVII) J le point cherché, J' le poioi 
correspondant sur Tare amplifié, j le point où l'horizontale de J' 
coupe C/et 8 le point où la tangente en / à l'arc C/ coupe la 
ligne des appuis AB. 



On 



a 



2^> = 5GDx/a, 




s 



2^>-5GDx/-'o; 



d'où 



Et comme 
on conclut 



.. ^,. , E8t/ oc 
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Pour T = o, on aurait/ô =fD, Le point J coïnciderait avec le 
sommet de l'arc, comme cela doit être (§ 4). 

Ici y la distance du point J à la verticale CD est égale à 



ESi:/ oc'' 



ao R X Aj CD 

et est située d'un côté ou de l'autre de cette verticale suivant que 
l'arc doit être d'égale résistance sous l'action réunie de la charge 
donnée et de l'une ou de l'autre des deux températures extrêmes 
qu'il peut atteindre. 

On aura donc deux points symétriques (non marqués), J' et J". 
On tracera deux polygones funiculaires des charges données passant 
tous deux par A. et B et l'un par le point J', l'autre parle point J". 

S'ils ne coupent l'arc en aucun autre point, ils seront les poly- 
gones des pressions répondant aux deux températures extrêmes 
considérées. 

Ils fournissent en chaque point de l'arc deux moments de flexion 
répondant à ces températures; on adoptera le plus grand des deux 
pour déterminer le moment d'inertie de la section. 

Si l'un de ces polygones ou les deux coupent l'arc en un aulrc 
point que ceux supposés, il faudra procéder théoriquement comme 
au § 7. 

Seulement l'équation (5) du § 6 sera remplacée par celle-ci 



Eù-zl 



2R 



et, pour les opérations graphiques, par celle-ci 

(7 (7, 

La modification à apporter au résultat du § 6 est simplement 
celle-ci : l'abscisse a du point J, au lieu de répondre au point où la 
courbe (p) coupe l'axe des abscisses, répond au point où cette 
courbe coupe une parallèle à cet axe menée au-dessus ou au-des- 
sous de lui, suivant celle des deux températures que l'on considère, 




c'est le premier membre de cette équation qu'on formera pour 
cbacuo des deux polygones tracés, au lieu de former simplemenila 
différence 3,0| —fO, ei ce sont les deux résultats obtenus qui four- 
niront les termes de l'interpolation. 



REKUaDES SUB U MiBCHE A SDIVBE DUS U ?UTII1DE. ~ Dans la 
pratique on peut procéder par l'une ou l'autre des méthodes sui- 
vantes : 



A. 1° S'il n'y a que des charges fixes, déterminer dîreclemeo'' 
le solide d'égale résistance relatif à ces charges et, s'il y a lieu, au* 
variations extrêmes de température auxquelles l'arc est exposé, k 
tout par les métbodes qui précèdent. 

a" S'il y a des charges mobiles, les remplacer provisolrcro*"' 
par des charges lixes et opérer de même. 

3" Avec les moments d'-nertie ainsi obtenus on peut, si o» '* 



DÉTERMINATION DIRECTE DES ARCS DÉGALE RESISTANCE. 305 

juge Utile, chercher les moments de flexion dus aux charges mo- 
biles et vérifier si les dimensions données suflîsenl à les supporter, 
en ayant égard ou non, suivant les cas, à la compression de la fibre 
moyenne. Cette vérification se ferait en procédant comme il est 
indiqué aux divers Chapitres de ce Volume concernant les arcs. 

B. On peut aussi, s'il y a des charges mobiles, les considérer 
dans un petit nombre de positions, puis déterminer le solide 
d'égale résistance relatif à une charge formée par la charge perma- 
nente et la charge mobile dans chacune des positions considérées. 
Pour chacun de ces systèmes de charges, on trouvera ainsi très 
rapidement le moment d'inertie à donner à chaque section. On 
adoptera pour chaque section le plus grand des moments d'inertie 
ainsi trouvés, et alors on n'aura plus d^autre vérification à faire. 

La courbe (p) du § 6 reste la même dans les recherches rela- 
tives aux diverses positions de la charge mobile. 

Mais, si l'on ne considère que des charges symétriques, elle n'est 
pas à tracer du tout et l'opération, quel que soit le nombre des 
positions des charges mobiles que l'on considère, est extrêmement 
rapide. 

Il en est de même pour des charges mobiles pour lesquelles on 
a pu s'assurer, par la méthode du § 7, que le polygone des pressions 
ne coupera l'arc qu'en un point qui sera son sommet. 

II.- ARCS ENCASTRÉS A LEURS DEUX EXTRÉMITÉS. 

§ 10. 

rOBMOIES GÉHiBAIXS. — Les formules fondumenlaies sont ici 
(§ .ii6) 

C M ds 

J -r -»• 

INI or H s 



/ 



M Y fis 



siuxquelles on doit joindre la condition d'égale résistance 
i^i) — r =in: R. 

^ 21 
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§ ". 

CHABiS STMÉmOUB. — Supposons un arc sjrmétrique et une 
charge symétrique. 

Alors, par raison de symétrie, la seconde des équations (i) est 
satisfaite d'elle-même. Dans les deux autres, il sufBt de faire les 
intégrales sur une moitié de l'arc; nous tes écrirons donc 



/ 






<3, 



= 0, 



/ 



Mvtis 



On ne peut, en général, y satisfaire en même temps qu'à la con- 
dition d'égale résistance qu'en supposant deux points d'intersec- 
tion du polygone des pressions avec l'arc ou deux changements de 
signe du moment de flexion. 

Soient {fig' 8o, p. 35i) Â et B les deux extrémités de l'arc, J| 
et Ja les deux points dont il s'agit, ai , a, leurs abscisses comptées 
du point A et Ti , 73 les deux arcs AJ| , AJ^. 

Les conditions à satisfaire en vertu de (a) et (3) sont 



s 



(4) 



r^'cfs r^'ds r^ds 



s 



d'où 






(4') 






r^ y ds _ i_ r 




s 



Si Ton peut regarder la hauteur h de Tare comme sensiblement 
constante, la première donne 

AC 



(5) J,J8 = 
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(le sorte que, Tun des points Ji, J2 étant donné, Tautrc s^ensuit. 
Si Ton peut regarder comme constante la projection verticale 

A ^ de la hauteur de Tare, la première équation donne, en appe- 
lant ei et 62 les projections des points J| et J2 sur la corde, 

€169= - AD 
et, Tun des points J{ étant connu, Tautre s'ensuit aussi. 

S 12. 

CAS D'UH ABC GIRCULAIBE DE HAUTEUB GOlTSTAnE, SOUMIS A DES GHARSES 
STMÉTBIdUES. — Dans le cas d'un arc de hauteur constante, les 
équations à satisfaire deviennent 



ffi /•* 



cls - I ds-\- \ ds = o 



d'où 



l'I de même 



Jf y ds = I y ds. 

S'il s'agit d'un arc circulaire, en raisonnant comme au § 2 et 
appelant £| et S2 les angles polaires des deux points inconnus J| et 
J2 où le polygone des pressions coupe l'arc, on aurait 

(eî— ^i ) cosOo— (sinsj— sinsi) = -(OoCosOq— sinOo), 

011 

-2 — ^1 = - %•) 
2 

sin£2— sinsi= -sinOo, 



S^ ROTK U 

m 

soil 

C08-(fi-Ht|)=s 7 , .: swCOS-OtCOS-^» 

a^ 4 dniOf a 4 

qai donnent facilemeni «s — <i ^t •« + «{• 

•' § 13. 

US il» AM tAiABMnra MR u iMnra » 

m eiMtiin. — Si Ton suppose un arc dont le produit h^eêi 

constant, les équations deviennent, en appelant St et x^ les 
abscisses des points Ji et Js^ 






La première donne 

/ 

1 
La seconde, sl^ esl proportionnel à x'^, 

3 



'S-'f=KO 



Ces deux équations fournissent les valeurs de x^ et j*a* 

§ 14. 

CAS GÉHÉRAL. — Dans le cas d'un arc symétrique quelconque 
dont la hauteur h varie arbitrairement, formons, comme aux §H 
cl 7, des longueurs h' proportionnelles aux inverses de //, c'esl- 
à-dire telles que 

h ~ —, — , 
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)G étanl une longueur arbitrairement choisie; alors les équations 
I satisfaire deviennent 



\f\',s =l(u'as, 






C \'yds= 1 f Kyds, 



DU, si Ton divise le demi-arc en parties égales à A.v, 



.f 



.4") 



s 



Portez bout à bout sur la ligne DA {Jlg* 8i, p. 370) les hau- 
teurs h\ ou des longueurs proportionnelles répondant aux points 
de division de manière à former le polygone D/q de forces hori- 
zontales égales ou proportionnelles aux longueurs h\, ces forces 
étant supposées appliquées aux points de division de l'arc et con- 
struisez un polygone funiculaire Cy de ces forces. 

Si J| et J2 sont les points cherchés où le moment de flexion 
s'annule, menons les horizontales de ces poinls jusqu'à leurs ren- 
contres en /i et j^. avec le polygone /G. Supposons, pour un 
instant, qu'au lieu du polygone on ait tracé la courbe exacte yC, 
c'est-à-dire la courbe funiculaire des forces continues h' ds. 

Par les points j^ et j\ menons des tangentes à cette courbe 
Elles coupent la corde AB en deux points 3| et 02. On aura 







2]a>=GDx§,$,, 






y A'j-^CDxoJ). 



<T 



1 



m 



'-*! 



Tl.- K. 
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DonCi la seconde des équations à satisfaire donne 



Et, comme 
il en résulte 



/8, — 8| 8,^-8,0 = 0. 



/8i-h8i8,-+-8,D=:/0, 



818,= 1/D. 
Fie. 81. 




^rn 



Par le point G menons les rayons polaires CA|, C/ij respecli- 
vement parallèles aux tangentes /i^\,j2^2' On voit de suite que 
la première des équations à satisfaire donne 



hih, = ^Dfo. 



D'après cela, la marche à suivre pour résoudre le problème est 
celle-ci : 

Partant d'un point 8| pris au sentiment, faites 3| 82 = -/D.(Si 

l'on veut, on peut commencer par chercher (§ 12) quels seraient 
le point J| et, par suite, le point ô| pour un arc circulaire de hau- 
teur constante, de même portée et de même flèche que celui qui est 
donné et prendre ce point 0| comme point de départ.) 

Menez des points 0| et Oj des tangentes à la ligne C/, 

Soient y'i ely^ '^s points de contact. 

On mènera du point C les rayons polaires C/<|, C/<2 parallèle^^ 
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aux tangentes ôiy'i, 82J2» Ces rajons polaires rencontrent le poly- 
{^one C/o d^s forces h) en deux points Ai, hi- Si la distance hih^ 
de ces points vaut la moitié de D/01 cela prouve que le point de 
départ Si a été bien choisi et que les points cherchés J|, J2 où le 
polygone des pressions coupe l'arc sont sur les horizontales des 
points y'i et j2' S'il y a une différence notable entre Ai/ij cl 

-D^O) on prendra un nouveau point de départ 0| un peu à gauche 

ou à droite dey'i, suivant que la différence 

Id/o-Ai/î, 

est positive ou négative. Généralement ce second tâtonnement 
sufGra. Car on juge facilement sur l'épure de ce que donnera le 
nouveau point de départ 0', et à quelle distance il conviendra de 
le placer du premier. 

II est aisé de voir les légères modifications à apporter à ce qui 
précède, lorsque la courbe C/ est remplacée par un polygone 
obtenu en divisant l'arc en parties égales par des points de division 
6i, 62? •••î bj. On prendra pour le point y 1 le sommet du poly- 
gone Cy, tel que les deux côtés qui y aboutissent, étant prolongés, 
comprennent le point 0| entre eux. 

Au lieu de mener le rayon polaire Ch^ parallèle à la tangente 
eny'i, on mènera les deux rayons polaires parallèles aux côtés 
dont il vient d'être parlé et on adoptera pour point ht le milieu 
du segment intercepté par ces deux rayons sur le polygone des 
forces. On procédera de même pour les points y a et Aj. 

ftemarqiie, — Si l'arc est surbaisse, on peut amplifier ses 
ordonnées comme au § 7. 

§ lo. 

TBACÉ DU POLTOOHE DES PBESSIOHS. — Les points J|, J2 sont deux 
points par lesquels doit passer le polygone des pressions, quelles 
que soient les charges données^ pourvu qu'elles soient symé- 
triques par rapport à CD. Comme, déplus, le côté de ce polygone 
coupant la ligne CD doit être horizontal, il est déterminé pour 
chaque système de charges données. 



Sra NOTE 1. 



Les détails des opérations sont les mêmes que pour l'arc à ap- 
puis simples. \ 

Remarque /. — Après avoir tracé les hauteurs Ar, on peut, si 
on le juge plus commode, les projeter sur une verticale, mesurer 
les projections et tracer les inverses de ces lignes projetées. 

Appelons A) ces inverses^ 

par suite, les équations exactes (§ il) deviennent 

h'ds — / h'dx ^f hrdx'=zo, 

/ h'jr dx^ j h' y dx-^ 1 h' y <£r =r o, 

et les équations approchées, si l'on divise la corde (non plus l'arc) 
en parties égales Aj?, 



a, (x« f 



^à' ^"^h' ^^h'^o, 



«1 «t 

/ 



ou 



2 *> -2 *'-^ -^2 *' ^ ° 



ai 



a. 



On se servira de ces dernières équations quand il paraîtra plus 
commode ou plus exact de diviser la corde en parties égales au 
lieu de Tare. On voit qu'elles sont les mêmes que celles obtenues 
en divisant l'arc, sauf que la lettre h' est remplacée par h'\ 
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§ 16. 

BEURaUE SUE LES APPUGATIOHS A DES ABCS A¥EG PSJERS. — Si, pour 
un arc de forme complexe, comme il peut s'en présenter dans les 
grandes formes de charpente, il y a des parties pour lesquelles il 
est commode de diviser l'arc en parties égales, d'autres pour les- 
quelles il est plus avantageux de diviser la corde, rien n'empêche 
de le faire. 

Ainsi supposons qu'on veuille appliquer cette méthode à une 
ferme comme celle de la galerie des machines de l'Exposition 
universelle de 1878, dont la moitié esl représentée sur la 
PL XJCAVIlI{fig. B) à réchelle de 7"", 5 par mètre. 

Elle est formée en partie de panneaux dont les montants verti- 
caux sont équidistants de i'",9a. 

La fibre moyenne ou lieu des milieux des hauteurs de la ferme 
et du pilier est tracée en traits discontinus. 

On peut la diviser en deux parties : 

1° Celle Aa qui se rapporte au pilier; 

2° Celle aC qui se rapporte à l'arbalétrier. 

Pour cette dernière, on adoptera au moins jusqu'au point a! la 
division naturelle, celle de la corde horizontale par parties égales ù 
la longueur des panneaux, soit en parties 

Tout le reste, c'est-à-dire a'aX^ on en subdivisera la fibre 
moyenne elle-même en parties égales A5. 

Pour ramener les équations à écrire dans ce cas (et même dans 
le cas où un nombre quelconque de portions d'une ferme étaient 
divisées en parties égales A5 de l'arc et d'autres en parties égales Ax 
de la corde) exactement à la môme forme que quand toute la fibre 
moyenne a été divisée en parties égales, nous procéderons ainsi : 

De A en a' construisons les inverses des hauteurs h de la ferme. 
De a' en C projetons ces hauteurs // sur une verticale, ce qui donne 

les longueurs A-j-* Construisons des longueurs proportionnelles 




. et réduisons les 



lignes obtenues dan» le rapport corisl{int - • ce qui donac "l^) 
lignes proportionnelles à 



DésigpODS par h' les longueurs ainsi obtenues pour toute " 
ferme, c'esi-à-dire que, de A en a', les lignes que nous appelons^ 
âont proportionnelles à ? et, de a' en C, elle^ «ont proportionnelles 
aux grandeurs (a). 

Je dis que, moyennant cette notation, les équations à écrire sont 
les nii>oies que si l'on avait subdivise tout l'arc en parties égales 
ou toute la corde. 

Ëni-lTf^t. eu désignant les limites des intégrations par les mêmes 
lettres que les points marquant ces limites, on a, pour la première 
equatioD. ^^^^^^^^^ 



ou approximalivenient 

A a- A 

OU 

A «■ / 

ou avec notre notation 

On aura de même 

c 
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Donc, si J| et Jj sont les points cherchés où la fibre moyenne 
coupe le polygone des pressions, on aura" 

J, J« c 

A J, J, 

Et, comme 

j, j, c 



^h^-^^h'^'^h'=Dfo, 



en appelant (comme sur la figure de la p. 870 )yo le point obtenu 
en portant bout à bout les longueurs h' telles qu'elles viennent 
d'être définies, on en conclut 

i. 

Ji 
On aurait de même 

en appelant y* l'extrémité du polygone funiculaire des forces fic- 
tives A', aussi comme sur la figure de la page Syo, de sorte que rien 
n'est à changer à la marche précédemment suivie. Nous arrivons 
donc à cette conclusion : 

Si l'on est amené pour certaines portions d'une ferme à 
diviser la fibre moyenne en portions égales à t^s^ pour d'autres 
portions, la corde en parties égales à ^x, on construira : 

Pour les premières, des longueurs 

OC étant une longueur fixe arbitrairement choisie; 
Pour les dernières, celles 

h'= -— J- X ,-, 

ds 

dx 

OÙ h -r- sont les hauteurs de la ferme normales à la fibre 
moyenne et projetées sur une verticale. 
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' A^ec les longueurs ainsi obtenues A', on opirermsur lespoin^ 
de .division exactement comme si Varc opait été partout ^im^Smàsè 
en p€urties égales et comme il a été dit an § 14. 

§17. 

ânuBAim A li ttâin non n vwawmm n inè. — nria 

ferme dont il s^agit et dont il vient d'être parlé avait 35**, 60 es»- de 
portée entre les axes des piliers; ceux-ci avaient 16* de hauteos: ..^w; 
la hauteur sous fattage était de 24*960. 

Les fermes avaient iS"* d'écartement. 

Les piliers sont encastrés dans le sol. 

Les charges et surchai^es que MM. Molinos et Sejrig, dans b 
Notice susmentionnée, ont admises dans les calculs de la résistaiMi^Bce . 
de cette ferme, calculs faits selon les formules de M. de DiG^=z)o, 
étaient, par mètre carré de couverture, 

Poids du fer de la couverture, déduit du métré définitif et ea 
négligeant celui des piliers, des verrières et des sablières qui 
ne produisent pas d'effet sur la ferme proprement dite 

Poids de la couverture en ardoises métalliques et voligeage ..... 




Surcharge accidentelle de neige 




I 



soit, en nombre rond, 120''^. 

Et, comme i'écarlement des fermes est de iS"", la charge par 
mètre courant de ferme est 

p — \S X i3o = igSo*"?. 

Nous nous proposons, en supposant qu'on ne connaisse auc^^^''^ 
dimension des pièces de Tare, de trouver directement les d^^^^ 
points Jf et J2 où la parabole courbe des pressions devra cou_^^^ 
la fibre moyenne pour que l'arc soit d'égale résistance; de 'à, 
on déduira facilement la courbe des pressions et, par sie^I^* 
tous les éléments nécessaires à la détermination de la résisla-*^^^ 
des diverses parties de la charpente. 

Soient Ho la hauteur au-dessus du sol du point a de la Rhre 
moyenne et H celle du point C. 
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/ / 



Soient Tj, et r^2 les ordonnées inconnues des points J| et J2. 

Nous pouvons regarder la parlie An de la fibre moyenne comme 
Hunl sensiblement une droile verticale et la partie aC comme 
^tant sensiblement une droite inclinée; soit i son inclinaison. 

Si, de plus, nous regardons le pilier comme ayant partout 
Tîême épaisseur /iq qu'à son pied, et l'arbalétrier comme ayant 
partout une hauteur constante Ai, supprimant ainsi la résistance 
Jue aux accroissements de hauteur donnés dans les angles, nous 
lous plaçons dans des conditions défavorables. 

Nous aurons, en observant que de A en ^ on a 

ds — d}\ 
.ît de 6r en C 

as r-.- - — ., 
sin£ 



r o, 



Jx ^ Jk ^' sin/,/, h 

Admettons, sauf vérification, que le point J^ esl entre A et 6r el 
le point Jo entre a et C. Alors les deux équations deviennent 

ou 

i- (2T.. - H„) - j^.{-^r„ - H,. - . H, .: o, 

J-(,,î_Hî)-^V-(.rJ-Hî-H.)-.o. 

Si l'on prend une hauteur moyenne ht de l'arbalétrier el qu'on 
la projette verticalement, il se trouve que la longueur Ai s'ini ainsi 
obtenue esl sensiblement égale à celle /iq du pilier. Nous pouvons 
donc admettre ici 

h^= /ij sini. 
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Par saite, les équations se simplifient et devienneni 



on 



d'où 



et, par snlte, 



H 



H 3H 



Les points cherchés J| et Jf tombent bieui comme on l'a 
posé, Tnn entre A et a, Tautre entre a et B. 

La courbe des pressions, parabole ayant son axe dirigé suivai^suil 
la verticale du sommet de la ferme et assujettie i passer par K— Iw 
points J| et Jf est donc déterminée. Oh peut la tracer comme «nfafi^* 

Elle est représentée sur la figure. . 

Elle coupe le sol en Aq. Si, par le milieu de AoD, on mine mmÊÊÊm 
verticale jusqu^à sa rencontre en O avec la tangente au somm ■ ei? 
la ligne AoO est la tangente en A^. 

Si Ton prend une échelle des forces, telle que p^^ soient ^■"e- 
présentés par une longueur égale à celle qui figure l'unité de 
longueur sur le dessin, la demi-charge totale 

sera représentée par AD. Si, dans l'angle x\oOA| formé par h 
tangente AqO et Thorizontale SOA| du sommet, on inscrit une 
verticale égale à AD, sa distance S au point O sera la distance 
polaire. Il suffit, pour cela, de prendre OK = AD et de mener 
l'horizontale de K jusqu'à sa rencontre avec OA©. 

Donc, si 8 est mesuré à l'échelle des longueurs, qui est ici de 
0^,0075, la poussée q sera 

q = op= j Xpl= jP, 
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^ étant la charge totale, et le moment de flexion M en un point 
|uelconque sera 



l étant l'ordonnée comprise entre la fibre moyenne et la courbi^ 
les pressions, mesurée à Téchelle des longueurs. 

On a ici, sur l'épure, 

8 = 38"'". 

D'ailleurs, en millimètres, 

/= 35,6 X 7,5 = 267. 

Donc la poussée est 

§ 18. 

GEA&ftES DIS8T]IÉTBIftUE8. — Dans ce cas, les trois équations fon- 
damentales (i) du § 10 ne seraient, en général, compatibles avec 
La condition d'égale résistance que si le polygone des pressions 
coupait l'arc au moins en trois points. 

Supposons d'abord qu'il en soit ainsi. 

Soient J|, Jt, J3 les points d'intersection et 7|, Tq? ^3 l^s arcs 
AJ|, AJ2, AJs comptés depuis l'appui de gauche A de la fibre 
moyenne. 

On devra avoir 



r'^'yàs r'^'ydi^ r^y^^ r'z^^o. 

Jo ^ Jn. ^ Jrr. ^ Jn. ^ 



* ds 
'x ds 

-r— = O, 



(T, «^(T, 



Nous supposerons toujours le cas usuel où l'arc est symétrique. 
Alors on satisfait à ces équations en prenant pour l'un des points 
le sommet G de l'arc et pour les deux autres deux points symé- 
triques par rapport à G et convenablement choisis, c'est-à-dire, t, 




Qnel que Boit 9, h premiftra et k dernière de ces équatîor « 
. MTont Mtiafailes et le eecoiute devient 







C'mA /•'••Il 

OU 

/*»ét I rivA 

qui permet de trouver v exactement, comme on l's £ut poar Ilé- 
qaatiiMi analogae '. ". 

en considérant un polygone funiculaire de foieo A' proyortUi 

nelles à Ti verlicales au lieu de les prendre horisontales. 

Si h -r- est sensiblement constant, l'équation devient 



{""-UJ' 



cU, 



t étant l'abscisse du point J:,. 
Soit 



KO' 



Les points J,, J:j, J^ étant ainsi trouvés, quelles que se 
charges données, on tracera (§ 43) leur polygone fui 
passant par ces trois points et, pourvu que ce poiygone i 
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é^arc en aucun autre point, ce sera le polygone des pressions. 
Sa distance polaire représente la poussée q de Tare et le moment 
«Je flexion est donné par la formule 

Mais très souvent il arrivera que ce polygone coupera Tare en 
«quatre points. Alors il ne fournira pas la solution. Il faudra, pour 
l^obtenir, recourir à une règle de fausse position comme au § 6. 

S^il y a quatre points Ji, J2, J3, J4 où le polygone inconnu des 
pressions coupe Tare, les équations qui définissent les arcs corres- 
|)ondants 7|, 72) ^39 ^4 sont 

r^'^ds r'^'fh r'^'ds^ __ r^'^ds r'ds _ 
r^'xds r'^'xds r'^'rds r^'xds r'xds 

Jo ""^" "X. "^ l. "^^^ ~X. "^ ^X. "TT ="' 

r^'^rds r'^'yds r'^'vds r'yds r'yds 

/ "h / ir 11 / ~k"^ j ~r~''' 

De plus, comme trois des quatre points Ji, J2, J3, J4 suffisent 
à définir un polygone funiculaire des charges données quelles 
qu'elles soient, on a une quatrième relation entre les quatre arcs 
inconnus o-i, a'2, Tj, T|. 

Mais la résolution de ces équations ne serait plus aussi facile- 
ment réalisable que celle des équations que nous avons rencontrées 
jusqu'ici. 

§ 19. 

OfFLUiarCEDE LA TEMPÉRATUBE. — Si Ton fait intervenir à la fois 
les charges et la température, les problèmes qui précèdent se ré- 
solvent sans plus de difficulté; les équations obtenues restent les 
mêmes, sauf celle 



/ 



M y ds 

— "i — =0» 



qui est remplacée par 

et les modifications à apporter aux constructions précédentes soûl 
exactement les mêmes que celles indiquées au § 8. 
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m. - ARCS DIVERS. 

La mélhode qui précède s^applique naturdleoieiii i Taie mt- 
castré à an bout et appuyé sur tourillon fixe à Tautre, linsi qa'âax 
arcs avec charnières. L^ayant développée dans les deux cas les 
plus impof tantSy nous croyons inutile d'insister sur ce poiiiL 
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NOTE II. 

ARCS CONTINUS ET AUCS RELIÉS A DES POUTRES CONTINUES. 

§1- 

OBJET DE CETTE HOTE. — Ainsi qu'il a été dit au § 3 de la précé- 
dente Note, le pont du Douro et le viaduc de Garabit sont formés 
d'arcs portant des palées métalliques sur lesquelles reposent des 
poutres portant la voie. Au viaduc de Garabit, les poutres supé- 
rieures sont coupées au droit de chaque palée. Au pont du Douro, 
au contraire, elles sont continues. 

Dans le premier cas, la détermination des dimensions à donner 
à l'Ouvrage ne présente pas de difficultés particulières. On peut 
calculer directement chacune des poutres à deux appuis simples 
portant la voie, ainsi que les pressions qu'elle exerce sur les palées. 
Comme ces pressions sont transmises à l'arc, on connaît directe- 
ment les charges auxquelles celui-ci doit résister et, par suite, on 
peut trouver les dimensions qu'il convient de lui donner, d'après 
les méthodes exposées dans cet Ouvrage. 

Si les poutres supérieures sont continues, le problème est beau- 
coup plus complexe. Une première manière de le résoudre con- 
siste à procéder par approximations successives, ainsi qu'il suit : 

1° On regardera les points d'appui des poutres, c'est-à-dire les 
sommets des palées, comme des points rigoureusement fixes et de 
niveau. Dans cette hypothèse, on peut calculer les dimensions à 
donner aux poutres, d'après les méthodes exposées dans la 
deuxième Partie de cet Ouvrage, ainsi que les pressions que ces 
poutres exercent sur les palées. 

Ces pressions constituant les charges qui agissent sur l'arc, on 
peut aussi calculer celui-ci et, d'autre part, trouver les déplace- 
ments élastiques de ses divers points, notamment les abaisse- 
ments verticaux posilifs ou négatifs subis par les pieds des palées. 
Ces abaissemenls verticaux sont sensiblement les mêmes que 
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omx des. sommets de ces mêmes palées, c*est-i*dire des poin tas 
d*tppat des poatres droites. 

Q? On pourra donc caleuler i nonveao ces dernières, en êjtmm m 
égard i ces changements de niveau des appuis (deuxième Parii*»^ 5 
et en déduire aussi une seconde approximation pour les dimoa^.^ 
stons i donner i l'arc, 

De cette seconde approiJmaUoni on pourrai!, si on le jugeçia^ 
utile, passer i une troisième et ainsi de sv(ite. 

Mais on peut aussi, une fois que, par l'opération i^ on a obte:^::::^^ 
de premières valeurs pour les moments dlnertie des seetions~c::i||^ 
poutres et de Tare, procéder d'une façon plus diiîficte. Ce 9/^^^ 
l'objet de la seconde Partie de cette Note. L'objet de la prem^f^ 
est de résoudre ise qu'on peut appeler le problème* des ara cc^^^ 
iinui, analogue à celui des poutres continues et qui, posé dans toute 
sa généralité, s'énonce ainsi : un arc repose par ses deux extrAmiéi 
sur appuis fixes avec ou sans encastrement; en outre, n — i pe&ifs 
de sa fibre moyenne sont assujettis à n'avoir que des dépkeenieals 
borisontaux, ou plus généralement à avoir des déplacements diMit j 
les eampoMontes veriicates sont données ; on demande et déte^ | 
miner les moments de flexion, efforts tranchants, etc., qaS s'y pro- 
duisent sous Taction de charges quelconques et de changements 
quelconques de température. 

Nous donnerons d'abord la solution analytique du problème en 
ayant égard à la compression de la fibre moyenne et aux efforts 
tranchants; nous montrerons ensuite comment on peut le résoudre 
graphiquement si Ton néglige ces éléments devant la flexion. 

Nous suivrons la même marche quand il s^agira du problème 
des arcs relies à des poutres droites. 



A. - ARCS CONTINUS. 

/ 

§2. 

ÉaUATIOH FONDAMENTALE RlftOUBEUSE. — Soit (/^. A, PL XXXIX) 
AqA/A,, la fibre moyenne d'un arc que nous rapportons à deux 
axes rectangulaires des x etdesy, le premier horizontal, et le second 
vertical ascendant. 
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Les deux extrémités Aq et A,, de l'arc reposent sur des appuis 
es, avec ou sans encastrement; de plus, les /i — i points donnés 

Al, ..., A/_i, A/, ..., A/,_i 

nt assujettis à avoir des déplacements dont les composantes ver- 
ales 

nt données. 

Les charges qui agissent sur Tare sont quelconques, parallèles 
non. 
Nous désignerons respectivement par les lettres 

X, jTy a, p 

) coordonnées et les composantes du déplacement d'un point 
elconque de la fibre moyenne et, par ces mêmes lettres affectées 

Findice i, les quantités analogues se rapportant à Tun des points 

dont le déplacement vertical vi est donné. 
Nous appellerons d'ailleurs ces points les appuis de l'arc. 
Nous poserons 

étant ainsi la longueur en projection horizontale de la travée 
_iA|. Nous supposerons que chaque travée A|_|A|, que nous 
pellerons aussi la travée n° i ou la travée //, comme nous l'avons 
It dans la théorie des poutres droites continues, est portée à une 
mpérature donnée t/, cette température étant la même en tous 
> points d'une même travée, mais pouvant varier d'une travée à 
lutre. 

Cette température positive ou négative est comptée en degrés C. 
partir de la température de pose de l'arc, prise pour zéro de 
îchelle thermométrique. 

Nous désignerons toujours par la lettre I le moment d'inertie, 
mstant ou variable de l'arc, et nous poserons comme précédem- 
ent 

) 1^=1' et S ^ = S', 

' as as 

OÙ résulte que, dans toutes les formules du § i23, on peut 
Iir. 25 
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faire 


• 


(i') 


dt dx ^ d* dit 



Nous supposerons les coefficients d'élasticité lon|^ta£naH| 
transversal constants et nous les désignerons, comme an Cl^itc^ 
oar E et ^E. 

Enfin noos appellerons / nne intégrale prise depuis Textrâc:^ 

ganche Ai.| jas^ju'i l'extrémité de droite A/ de la travée A/,^ ^^ 
Ott //. 

Ceci posé, si, dans la première et la troisième des formules (A^) 
du § 433, on remplace les lettres f/0, Q0, â?«, y^ respectirenient jmt 
vu\ , Û/-I f ^Uk î yuk et celles p, â, «, y par 9^ Û/, xu yt, qoW 
supprime les accents sous les signes d'intégration, qu'on ait^ard 
aux trois dernières équations du § 4â3, on trouvent entre les 
rotations et déplacements verticaux des denx points^ A^.! et A^ ks 
deux relations 

(a) ûi=0|-,-.gy*jî<ir, 



(3) 



î/ iXr^fMc^ I r j dM 



U est à peine besoin de faire observer que dans cette formule la 
lettre F n'a pas la même sigoification que dans celles (Ai). 
Dans ces dernières, V est le moment d'inertie relatif à la section 

passant par le point (x', y') et ici c'est le produit I-t-> pour la 

section passant par le point (^,^). La même observation s'ap- 
plique à la lettre S'. 

Si l'on multiplie l'équation (3) par ^ et qu'on en élimine Û/-< à 

l'aide de (2), il vient 

] / i\ i rdM dx i r ï ÔM ^ 
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Si, à présent, dans Téqualion (3) on remplace l'indice i par 
celui £-+-!, on aura 

I /* M 

fi-4-t 



1 / i\ r i dM ^ i r i dM , 



ou 



7~ / * JT(^i-hi — 0!^)dx 

I '1+1 'i-t-i 

t?/-H, — p/— 8t/^, (r/^1 — r/) ^ ,v 

= Kj -h 12/. 

Retranchant membre à membre les équations (4) et (4')» il 
Ariendra 

/ I \ / 1 r i dM, I r i dM, \ 

h J, S' «'•r h+\ J,. S' dj 

= ^)—ir~^-~-i;^~\ — T, — ^ — Ti^t — Jr 

Telle est l'équation que nous avions en vue. 



(5) 



§ 3. 

SOLOTIOI fitHÉBALE Dïï PBOBLÈIIE DES ABCS GOBTIIIUS, — L^équation 
qui précède permet de résoudre complètement le problème des 
arcs continus, quelles que soient les charges agissantes et les va- 
riations de température. 

En effet, soient 

Mo, Ml, M2, ..., M/, .... Mn 

les moments de flexion inconnus sur les n -h i appuis et q la 
poussée de l'arc. 

Le moment de flexion M en un point quelconque peut évidem- 



3tt IfOTI II. 

ment s'exprimer lînëairenent en fonction de c< 
quLreprésentent ainn le^ inconnues dn probl^m 

, Or reptation fondamentale appliquée i chaque paire de travée; 1 
consécatives foomira, entre ces inconnaes, n — i reiations. Il sufEi 
done d'en avoir trois antres. Or : 

i" Si les deux extrémités de l'arc posent sur lourillons lî^cii, 
on a 

et si de plos, à l'aide de la (wemière des équations (A|) dn §40, 
on exprime qne ta longueur de la confe A«A« reste invaridile, 
c'est-à-dire qne u — u«=o, u, et it se rapportant respecliTtmnt 
aux deux appnis A« et Â«, on aura nne troisième équation. Si l'an 
des s est dirigé suivant A«Aa, en sorte qoe y=yt = o, cette 
équation, comme il est aisé de le voir, sera 

tes intégrales s'étendant à l'arc tout entier et la somme ^ l'ip- 

I 
pitqaant 1 tontes les travées, de sorte que, si tontes les wttt 
sont à une même température t, le premier terme se réduit i 



l^ A^A,, étant la longueur de la corde de l'arc. 

a" Si l'appui Aj est simple et l'appui An encastré, on aura 

Mo = o 

et les deux autres équations sont celles (12) du§ 479 où l'on rem- 
placera : 

1° ESt/ par ESV-f/,- si les diverses travées sont à des tempéra- 
tures différentes; 

2° X, Y, T par leurs valeurs du § 423; 

3' Si les deux appuis A^ et A„ sont encastrés, les trois èfU- 
lions cherchées sont celles (a) du §468 où l'on fera, s'ilyaiieii,lf 
même changement dans le terme relatif à la température, ainsi qi" 
les substitutions 2" qui viennent d'être indiquées. \ 

Ainsi le problème des arcs continus à /t + i appuis se iro'"'^ ] 
ramené à la résolution d'un système de /i + 2 équations du pr^ I 
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mier degré à /i-f- 2 inconnues, ou n -\- i ou n suivant que les deux 
extrémités de l'arc sont encastrées ou que Tune d'elles seulement 
l'est ou aucune. 

Si l'on néglige refforl tranchant, il suffit dans toutes les équa- 
tions de supprimer les termes contenant le facteur 1 H 

Si, en outre, on néglige la compression de la fibre moyenne, on 
supprimera tous les termes contenant la lettre S'. 
L'équation fondamentale devient, dans ce cas, 

'IL h h-^-i J 

\ */ */+! / 

en posant, pour abréger, 

quel que soit l'indice i. 

Si l'on convient, comme pour les poutres droites continues, d<* 
compter les abscisses de chaque travée à partir de son appui de 
gauche, on aura 

et cette équation devient 



(7') 



qui a exactement la même forme que celle (§ 361) relative à une 
poutre droite continue de section F dont les appuis intermédiaires 
seraient assujettis à avoir des déplacements verticaux donnés i^'^ se 
réduisant à ceux ^/ de l'arc lui-même si l'on fait abstraction des 
effets de la température. 

Supposons l'axe des a: dirigé suivant la corde Ao A,, : 

1° Si les deux appuis extrêmes Ao et A,, sont posés sur simples 
tourillons, il faut, à l'équation fondamentale, joindre celle (?/) 




390 ROTR H. 

da§4M 

(8) J'Ç^A^yjj'.fc— E8ï^,/<, 

l'intégndon étant étendue i rue entier tf celles 

' a' Si l'appui A« est simple et celai A^ encasiri^ et qu'on [j 
le premier pour origine, les trois équations à u<Jjoiadre à cejb , 
qoe foonût le théorème fcmdamental sont (§ 472) ^^^ ^ 

M.»». 

3" Si les deox appuis sont encastra, les trois deruit:i'e3Ctji 
tions sont remplacées (g 446) par celles-ci : 



/ rudat 

17-r- ="• 

§ J- 

EXTEMSIin DE U HËTHOOE imiHT VU. POUTRES COHIHOSS. — LArs' 
([u'on néglige l'efTorC Iraachant et la compression de la Sbtt 
inojeDne, la méthode d'Eddy peut être appli(|uée aux arcs con- 
tinus. 

Pour le montrer, uous observeroDS que, dans les équations q"' 
fournissent la solution du problème, qu'il s'agisse d'un arc à ap" 
puis simples ou encastrés, en d'autres termes, qu'aux équatioDSl') 
on ail à adjoindre celles (8) et (8') ou celles (8'} ou (8"')i >! 
n'y a jamais qu'une seule d'entre elles où entre expliciteuieot 
l'ordonnée^ de l'arc, à savoir : 



W f^r"" 



- ESI.'., It- 
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Laissons-la de côté et considérons toutes les autres. Elles sont 
identiques à celles qui se rapportent à une poutre droite AqAw 
lyant le moment d'inertie F et ayant pour appuis intermédiaires les 
projections des appuis de Parc, ces appuis intermédiaires subissant 
les déplacements verticaux fictifs, égaux aux grandeurs données 
/• et les appuis extrêmes Aq, A,, de la poutre ayant les mêmes 
sujétions que ceux de l'arc, c'est-à-dire étant simples ou encastrés, 
»uivant que ceux de Tare sont eux-mêmes simples ou encastrés. 

Considérons donc cette poutre droite et : 

i« Supposons-la soumise aux charges données qui agissent sur 
'arc, charges que nous supposerons à présent verticales. 

Qu'on regarde F comme constant ou variable, nous savons dé- 
^rminer graphiquement les moments de flexion M' que ces charges 
léterminent dans la poutre. 

Suivant les méthodes exposées dans la seconde Partie 
[Ghap. VIll), on commencera par déterminer les deux foyers F/, 
F] de chaque travée /,; puis on tracera, dans chacune d'elles, un 
polygone funiculaire des charges agissantes et l'on en déterminera 
la ligne de fermeture : les ordonnées du polygone funiculaire 
[comptées depuis cette ligne et multipliées par la distance polaire 
jTo donneront en chaque point le moment de flexion produit dans 
[a poutre par les charges données, abstraction faite des dénivella- 
tions des appuis, c'est-à-dire des abaissements verticaux donnés ^^'^, 
On y ajoutera en chaque point le moment dû à ces dernières, qu'on 
sait également trouver. Soit 

le moment total ainsi obtenu en un point quelconque de la poutre. 

Le moment de flexion M' satisfait à toutes les équations aux- 
quelles doit satisfaire le moment de flexion inconnu M dans l'arc, 
sauf celle (9). 

Il satisfait donc aux équations (7), de sorte qu'on aura identi- 
quement 

i I y ^"^ ~ "'-^^ '^ ~ ù f, t(^-^'-'>'*^ 
(11) i ' '*' 

et à celles-ci : 




(I») W, = U„ = o: 

b. Si l'appui Ag est simple et celui A^ encasli^, 

va prenant le point A^ pour origine; 
C. Si A( et A„ sont encasLrés, 

,..., /?!:^„.. pi,^^... 

2" Menons à présent les cordes A», A, , .... A^^, .A,. . , . Je 
l'iirc donné et supposons que chaque travée Ij porte des cliarges 
verticales fictives telles, que la courbe funiculai 
soit l'arc A,_,A,, la corde de cette courbe funiculaire élani 1» 
droite A,_| A,, et l'on cherchera les moments de flexion que cm 
nouvelles charges, produiront dans ta poutre, mais cette fois «■ 
supposant les appuis fixes, c'esl-à-dire en supposant les déplw^ 
ments verticaux v'^ tous nuls. 

Les fojers de la poutre ayant été déterminés une fois pov 
toutes, on trouvera rapidement les moments de flexion dont il 
s'agit, c'est-à-dire les lignes de fermeture, telles que ai..i, ft 
{fig- A, PL XXXIX), à partir desquelles on devra compter 1« 
ordonnées y pour avoir ces moments. 

On voit que ces ordonnées seront toujours très petites pw 
rapport à celles z'^ dues aux charges, et souvent on pourra les oé- 
ghger. 

Si l'on veut les chercher, comme déjà les ordonnées composa 
entre l'arc donné Aj-_,Ai' et sa corde sont petites, on devra les 
amplifier toutes dans un même rapport arbitraire. 

Sur la figure, on les a quintuplées. On a ainsi pour la travée u 
l'arc A,_, KA,-, qu'on regardera comme une courbe funiculaire de 
charges verticales fictives agissant sur la travée dont il s'agit, toutes 
les autres travées étant vides. 
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On délerminera la ligne de fermeture «/_,«/ suivant la méthode 
du§38i. 

Souvent on pourra approximativement regarder la portion 
A/_| A/ de l'arc donné, et par suite aussi Tare amplifié A/_|KA/ 
comme un arc de parabole. 

Alors la charge fictive à considérer serait sensiblement uniforme 
et, pour avoir la ligne de fermeture, il suffirait (§ 368), en appe- 
lant K le point de la courbe placé sur la verticale du milieu de la 
travée, de mener les lignes A|_i K et A/ K ; les points fi et f\ où 
ces lignes sont coupées parles verticales des foyers sont deux points 
de la ligne de fermeture. 

Les ordonnées comprises entre Parc et cette ligne de fermeture 
sont proportionnelles aux moments de flexion que la charge fictive 
agissant dans la travée // seule produit dans cette travée. Si l'on 
porte ces ordonnées à partir de A^_j A^, on obtient la ligne repré- 
sentative de ces moments et, en joignant les extrémités a|._, et d^ 
de cette ligne respectivement aux foyers de gauche F/_4, F|_2, ..., 
et aux foyers de droite F)_j, F)_,, . . . , suivant les règles établies, 
on aura ainsi la ligne représentative des moments de flexion que la 
charge fictive agissant dans la travée // seule détermine dans la 
poutre entière. 

On fera la même opération pour chaque travée, et Ton fera, en 
chaque point, la somme algébrique des ordonnées des lignes ainsi 
obtenues. Soit y l'ordonnée totale répondant à un point quel- 
conque de la poutre, de sorte que^ est proportionnel au moment 
de flexion qu'on obtient en supposant que la poutre entière porte 
des charges fictives dont les courbes funiculaires auraient pour 
ordonnées les portions de verticales comprises entre l'arc donné 
Ao A« et le polygone inscrit AoA, A^ . . . A;,. 

Ces moments de flexion j^ satisfont aux équations (7) privées 
de leurs seconds membres, ainsi qu'aux équations (12), (12') 
ou (12^), suivant les conditions auxquelles sont assujetties 
les deux extrémités de l'arc, c'est-à-dire qu'on aura identique- 
ment 

('3) y I '^{x — Xi^i)dx— j - I ^(x — Xi^i)dx = o 
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fç^,.. 


/4 



Ceci posé, les réactioDS des appuis intermédiaires de l'arc tout 
vei'licales, puisque les composaoLes verticales des déplacement) 
des poinU A^ soal données. 

I.^s forces dii'eclemeaL appliquées à l'arc étauL aussi sjppuséts 
verticales, la composaaLe lionzonlale de la résultaute des forces 
élastiques dans les diverses sections est couslaute daas Coule 1'^- 
tvndue lia l'arc cl égale à sa poussée que nous dppeloos q. 

Pur suite, le moment de tlexion M dans cliaquc travée neiliflïre 
dfi celui -M' que par une fuiicliou linéaire, eu sorte que 

M = If -t- Ai-^-B> — f/j'. 

lesconstaaLe^ \]fl B,. cliangeanl d'une travée à l'auLn.-, inaisi;dlc'/ 
qui est la poussée restant la même daos toute l'étendue de 1 arc- 
Dans cette équation, l'ordonnée y de l'arc est comptée de- 
puis Ag A„; si on l'amplifie dans le rapport quelconque nKidans 
lequel on a amplifié les ordonnées comprises entre l'arc et le: 
cordes Ai_,A,-, l'ordonnée obtenue my ne diflère dans chai|ue 
travée /,■ de celle y comptée depuis C(^_, a] que par une fonction 
linéaire de x de la forme 

AU -+■ B'„ 



les coelïicients A^ et B]- différant d'une travée à l'autre. 
On a donc 

'«/=y-*-A;-HB;-.zr. 

Par suite, 



M = M'-t- - (A'i— g X'i) ' 



b;— 7BJ 
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OÙ M" est, dans chaque travée, une fonction linéaire, soit l'or- 
donnée d'une droite. 

Portons cette expression de M dans les équations à satisfaire, 
sauf celle (9), c'est-à-dire dans les équations (11) et, suivant les 
cas, celles (12), (la') ou (i2"j. 

Comme M' satisfait à toutes ces équations, que de plus y et, 

par suite, — y satisfait à ces mêmes équations privées de leurs 

seconds membres, c'est-à-dire celles (i3) el (i4)» ('40 ^" ('4")- 
la quantité 

M — 5. y 

satisfera elle-même, quelle que soit la constante — > à toutes les 

équations auxquelles doit satisfaire M, sauf celle (9), c'est-à-dire à 
celles (1 1) et (12), (12') ou (12"). 

Donc M" devra nécessairement satisfaire à ces mêmes équations 
privées de leurs seconds membres, soit à (i3) et (i4)> (*4'^ *>" 
(14*^), où la lettre j^ serait remplacée par celle M". 

Cela signifie que M" peut être considéré comme l'ordonnée de 
la ligne représentative du moment de flexion dans la poutre droite 
continue et ayant tous ses appuis de niveau, pour des charges con- 
venablement choisies. 

Mais comme M" est, dans chaque travée, l'ordonnée d'une seule 
droite, les charges qui produisent ce moment ne peuvent être que 
nulles. 

Ainsi, M'' est le moment de flexion qui se produit dans une 
poutre continue à appuis tous de niveau et entièrement vide. Ce 
moment est donc partout nul et l'on a nécessairement 

movennant cette expression, on satisfait à toutes les équations 
du problème, quel que soit — > sauf celle (9). 

Portons cette valeur dans Térjuation (g), elle devient 






Jffi mon IL 

« 

d'oà| pour la poofliée g de Vwtc^ 

OÙ k cio^t se rédvîl à son prunier terme si l'on fini abslnetioB 
de la tempéraUire. 

La Kgne représentalive do UMMuent de fleuon IF dans kposlie 
droite est, comme on sait, un poljgone fonicnlaire des dungei 
données de distance polaire arbitrairement dioisie Çti de sorte fte, 
» js^ est Fordonnée de la Hgne reftfésentative 

M'ssr f «^, ^ 

le second memke se construit cmnme dans les problèmes rditib 
aox arcs ordinaires en le rem|daçani iqpproumalÎTemffliit par ; 

(.0 1 , = «1 f,-^ ^jy- 



I.W "2i 



T-r 



On voit donc, en résumé, que le problème est ramené à ceci: 

1° Délerniiner les moments de flexion M' = Ço^'^ produits par 
une poutre droite continue A© A', A'^ . . . A« dont les appuis inter- 
médiaires A^ ont des dénivellations données i\- sous l'influence des 
charges données qui agissent sur Tare ; 

2** Déterminer les moments de flexion y que déterminent i^^ 
la même poutre, mais en y supposant tous les appuis de niv^<^^f 
des charges verticales fictives telles, que leur courbe funiculaire 
soit l'arc donné, la corde de cette courbe funiculaire dans chaque 
travée étant la corde A/_, A/ de l'arc lui-même; on peut, à la place 
de ces arcs, en prendre d'autres dont les ordonnées comptées 
depuis leurs cordes respectives sont celles des arcs amplifiées 
toutes dans un même rapport m 1 1 choisi suivant les convenances 
de l'épure; 

V' Déterminer la poussée par la formule (i(>'). 
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O. 



CAS D'UN POLTfiOHE GONTIHU. — Supposons qu^au lieu d'un arc dont 
la fibre moyenne est AoA|A2... A,, et dont les points A| sont 
assujettis aux conditions ci-dessus indiquées on ait une pièce dont 
la fibre moyenne soit formée par les côtés AqAi, A| A2, ... du 
polygone inscrit dans Tare, les sommets de ce polygone étant 
soumis aux mêmes conditions. 

La méthode précédente s^appliquant, quelle que soit la forme de 
la pièce considérée, devrait s^appliquer aussi à ce cas. 

Mais il est évident qu'on obtiendrait alors en tous les points 

d'où 

^ — 00 . 

Cela tient à ce que, dans ce cas, la poussée est produite par 
l'allongement de la fibre moyenne, que nous avons négligé dans 
le paragraphe précédent. 

Si Ton en tient compte, c'est-à-dire si Ton fait usage des for- 
mules du § 2, on obtient pour la poussée une valeur finie. 

En effet, dans l'expression (i5) de M, le terme M' étant une 
fonction de x seulement, on a 

ày oy dy oy ^ ' 

et l'équation (6) devient, si Ton néglige les termes de l'ordre de 
l'effort tranchant, 

^^^'^i^i-^J j,ydx- qnij -^ -- o 

i 

ou, en mettant pour M sa valeur (i5) où M' = 70 ^o> 

i 

et 

q.f^fydx-^VA^'Zili 

(17) q = ni 



Jy;Lda:^mJ'^ 




Les ordonn^-ea — sont en géstral Vrès peLÏies par rapport i «lies 
=8 des polvgonps funiculaires des charges. Si donc les grandeurs 
et Çt sont comparaMes. le second terme sera, eo général, négli- 
geable et le moment de (lésion M en un point de l'arc sers smsi- 
lilement !e même que celui de la poutre droite qui coTnciderail 
avec sa corde. 

Ce sera d'autant pins vrai que les appuis seront plus ra|>- 
prochi^s. 



CAS OQ I' EST GQNSTin. — Si V peut être regardé comme con- 
stant, toutes les formules et constructions qui précèdent com- 
portent des simplifications sur lesquelles il est inutile d'insister. 



- ARCS RELIÉS A DES POUTRES RIGIDES. 



tlIlïïATIOllS POHDlKEimiES. — Soît ( /ig. B, PL JTXXIAT) un arc 
A|,A„ appuyé avec ou sans encastrement à ses extrémités A„ et A» 
et supposons qu'un certain nombre de points 
A|, A, A,, ..., An-, 
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de sa fibre moyenne soient reliés à des points 

A* A" A" A" 

1> ^î> •••> -^îj •••» ^/i— 1? 

appartenante la fibre moyenne d'une poutre droite A'^A^, dont les 
deux extrémités reposent aussi sur des appuis fixes pouvant, 
comme les extrémités de Tare, être ou non encastrés. La liaison 
a lieu à l'aide de tiges ou palées verticales AiA''^, .... A/AJ, ..., 
An_i A^_, que nous supposons articulées à l'arc et à la poutre en 
leurs extrémités, de sorte que les réactions qu'elles font naître 
soit dans l'arc, soit dans la poutre, sont verticales. 

Généralement, c'est la poutre qui reçoit seule des charges ver- 
ticales; mais les formules qui suivent subsistent si l'arc lui-même 
porte des charges. 

Nous désignerons les éléments relatifs à la poutre par les mêmes 
lettres que ceux analogues relatifs à l'arc, mais en les marquant 
d'un double accent, de sorte que le déplacement nécessairement 
vertical d'un point quelconque de la poutre est désigné par p'' et 
celui d'un des points d'appui AJ par ç^J. Nous supposons, comme 
dans les formules précédentes, l'axe des .r horizontal, les x positifs 
étant comptés de gauche à droite et l'axe des y vertical et ascen- 
dant, de sorte qu'une valeur positive de ç'* représenterait un 
relèvement du point de la poutre auquel elle se rapporte. 

Nous pouvons toujours écrire pour l'arc la formule fondamen- 
tale (5) du § 2, soit 



(19) 



/ i\l i I ris dM , 1 I ds dm ^ 

lij. S' dx li^ïJ, S' ôx 



= E ^'~^ ~ ^'^' -h ^'■^' ~ ^^ 



~i — h — -^ — T17. — Ji' 

en y adjoignant (§ 3) les trois équations relatives aux deux extré- 
mités. 




par suite, l'équailon relalive à la poutre droilt- licvieiu 

\ i, '^ i,^i }' 

Observons que, si l'on néglige l'effort tranchaat, comme nous 
l'avuas fait dans la théorie des poutres droites, le terme contenant 
le facteur i H — est à supprimer, et alors l'équation (ao), à l» 
forme près, est la même que l'équation fondamenlale trouvée dans 
la théorie des poutres continues (II" Partie). 

A ces équations (20) on doit joindre deux équations relatives 
aux deux extrémités de la poutre, à savoir : 

a. Si les deux entremîtes sont simplement appujées. 
(ïi) M;=M; = oi 

b. Si elles sont encastrées et en négligeant l'effort tranchant. 

/t— /^'- = »- 

c. Si l'extrémité A^ est simplement appuyée et l'extrémité A„ 
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encastrée et qu'on prenne Aq comme origine des abscisses 

(21) Mq = G, l-pra:CLF = 0. 

Après avoir écrit séparément les équations qui régissent la 
poutre, nous avons à exprimer que chaque palée, telle que A,A/, est 
en équilibre sous l'influence des réactions qu'elle éprouve en ses 
deux extrémités. 

Ces réactions, si l'on néglige le poids de la palée, étant les deux 
seules forces qui la sollicitent, sont égales et opposées. 

Or (§ 423) la somme des forces verticales agissant à la gauche 
d'un point quelconque de la fibre moyenne de Tare est égale à la 

dérivée partielle -y- du moment fléchissant M en ce point. 

Soient respectivement 

(-) et m 

les valeurs de -^ immédiatement à la gauche et à la droite du 

point d*attache A/. 
La différence 

représente la réaction verticale que l'arc exerce sur la palée en A,. 
Si cette force est positive, elle est ascendante et représente, par 
suite, une compression. Ainsi, si l'on appelle R/ la réaction exercée 
par l'arc sur la palée A,AJ, cette force étant comptée positivement 
si c'est une compression, on aura 

"-(fL-(f)-,- 

De même, la différence 



\ du) ^i \ dx J.i 



représente l'action exercée par la poutre sur la même palée. El, 

comme les deux forces que subit celle-ci en ses extrémités sonl 

III. 26 
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égales et opposées, on aura 






ou 



oe iju'on peut exprimer ainsi : 
La fonction 

ne doU pa$ avoir de disconiinuiii au passage des pâlies. EUe 
doit avoir la même valeur limite sur une palée, que Pt>n considère 
celle-ci comme appartenant à l'une ou à l'autre des deux travées 
qu'elle sépare* 

Soit 9i la section horizontale d'une palée. Sa compression posi* 
tive ou négative par unité de surface est 

• Ri 

OU 



Par suite, si A/ = \/ A} est sa longueur, le raccourcissement po- 
sitif ou négatif qu'elle subit est 

(Ji [\dxj-i \dj;J^,i 

en appelant Eq son coefficient d'élasticité. 

Mais ce raccourcissement est évidemment égal à la difTérence 
i>i — v] des déplacements verticaux de ses extrémités ; d'où 

Si donc on retranche l'équation (20) de réquation (19), on 
pourra éliminer les vv et t»)', de sorte qu'en négligeant les termes 
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de l'ordre de reffort tranchant, on aura 



4o3 



I Cl M W\^ 

I r / M M'\, 

i r î àM I r i âM 



(25) 



^^/-(/-1)J 



V 



A»/-l l\<^^ /+(/-!) 



hi r/f^ \ 



L '/ ^/-»-i J 



En général, les palées ont des dimensions telles que leur pres- 
sion par unité de surface est extrêmement petite et, par suite, 
aussi la diminution de longueur qu'elles subissent. 

Si on la néglige, ainsi que la compression de la fibre moyenne 
de Tare, Téquation précédente se simplifie beaucoup et devient 

I r/ iVÏ M'\ . . 



(26) 



r^-+-E8 



[ 






] 



où le second membre s'annule si Ton fait abstraction des efiets de 
la température sur Tare. 



§ 9. 



ÏÏSA6E DES ÉaUATIOHS FOHDAMEIITALES. — Les équations du para- 
graphe précédent permettent de résoudre complètement tous les 
problèmes que comporte l'étude d'un arc relié à une poutre. 

Si n est le nombre des travées, le nombre des inconnues sera 
2/14-3, à savoir : 



1° Les motneols de lle&ioi] M) aux points A^ el aux deux appuis 
extrêmes de l'arc, au nombre de 

2" Les moments analogues M, relatifs à l'arc, égaicmeni au 
uombre de « -t- n 

,'i" La poussée q de l'arc. 

Quelles que soient les charges données qui agissent sur la poutre 
et sur l'arc, il est clair que le moment de Dexion M" en un point 
quelconque de la première peut s'exprimer linéairement à l'aide 
des n -F I moments inconnus MJ et le moment de tlexioa M s'ia- 
prime de même linéairement à l'aide des n + 1 constantes M, cl Jp 
la poussée q. 

Or l'équation (aS) [ou approximativement celle (26)] appliqua 
à chaque paire de travées contigues fournit entre les inconnuei 'h 
problème 

équations linéaires. 

De même, l'équation (aS), appliquée à chacune des n — 1 palées, 
fournit n — i équations linéaires entre ces mêmes inconnues, soit 
en tout an — a. 

D'autre pari, les conditions relatives aux deux extrémiléi de 
l'arc sont au nombre de 3, celles relatives aux deux extrémités dt 
la poutre au nombre de 2; on aura donc en tout 

équations linéaires à résoudre pour trouver les moments de Qexian 
en tous les points de la poutre et de l'arc, par suite, aussi, les efTorts 
tranchants représentés sur l'arc par la dérivée -j- et, sur la poutre, 
par celle -^ ; la compression de la fibre movenne de l'arc repré- 
sentée (§ i23) par 



N^ 



-mi rfv 


àW Ht 


di dï ~ 


"àyd. 


^^ 





q étant la poussée connue; et enfin la compression R,- que subit 
chaque palée, par l'équation (aa) et la pression exercée sur chaque 
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appui extrême, par les équations analogues 

OÙ les seconds membres sont les valeurs de la dérivée partielle -r- 
aux points A^ et A.,}. 

§ 10. 

SOLUnOlf ftBAPHIfllUE. — Je considère les trois cas suivants : 

i® Les deux extrémités de l'arc reposent sur tourillons fixes et 
les deux extrémités de la poutre sur appuis simples, ce qui donne 
aux deux extrémités 

( Mo = o, M„ =-. o, 

^ ^^ (m;=o, m; = o. 

2° Les deux extrémités de l'arc sont encastrées, ainsi que les 
deux extrémités de la poutre; d'où 

i I ydx =o, f .-p- dx - o, 

i /•M' _, rM'T ^ 

I I Y^ = ^y I -fr- dx — o. 

3** L'une des extrémités de l'arc, par exemple l'extrémité A.q, 
repose sur tourillon fixe et l'extrémité correspondante A'J, sur 
appui simple, tandis que les deux extrémités A^ et A', sont en- 
castrées, ce qui donne, en supposant l'axe des y dirigé suivant 
A A" 

l Mo = o, / -.^ dx = o, 

I m; = o, / -j^ dx = o. 

Dans les trois cas, il faut ajouter, si l'axe des x est dirigé suivant 
la droite AqA;,, l'équation 

(28) /"/"^^ "^ ES^]^/^^" = o, 



^Hjoti 


■ 


NOTB ir. 


1 


l 


■ 


^^^r le second meiiiljre 


e réduis 
Ë 


antù 






m 


^^Ê loiit l'arc est à la 
^^L rnlurc est celle de 1 
^^m Dans cea éqiiati< 

^^H Cela éuiit, poser 


pose d 
ns, les 


empéraliire - 
p l'arc. 
intt'grations 


et i'i zéro si cette 
sont il faire de x 


en.,,;- 


^^B (30) 


'• 


ils 








^^1 it élntit une grande 
^^H slanie dans toute h 
^^^ Ce n'est que ilai 


ur piirtn 
longue 

S celle 


lent nuimîriqiie (jiie je supposerai euii- 1 
r do l'ouvrage considt^ié. 1 
lijpolli(!se que lu solution qui suir i;>l | 


^K .p|,lical,le. 
^^H Posons df |>liis 










j 


^B (3°) 


1^1 


- AM = M", 






1 


^V ri, su lien de pren 


Itx- rom 


le ineonnues 


les den\ fond 


on 


M,, 1 



M", nous prendrons comme inconnues les deux fonctions M" et 
M". Si elles sont déterminées, la dernière équation donnera M. 
l/équation (a6') deviendra 



iïi^' 



r,_, ) rfj- - 






-.,„ iri--rin 



,(,1^^^^V 



on posanl, pour abréger, 



en sorte que cj sont des longueurs connues, nnlles si la lempéra- 
liire de l'arc est celle de sa pose. 

Les équations (a^), (a7')et (27") deviennent respeciivcment, si 
l'on y remplace M par son expression en fonction de la nouvelle 
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inconnue M'", 



(33) 



(33') 



(33') 



m: =0, MJ = o, 

m; = 0, m; = G, 
( / "F ' / "F "^ ' 

-y-dx =o, 



Enfin Téquation (28) devient 

,34, pZz,.^-f^a.-E^^.>i, 

i 

a. Recherche dn moment de flexion auxiliaire à un coefficient q prés. -- 
Occupons-nous d'abord de trouver la fonction inconnue M'". 

Si (JL est le moment de flexion que les charges verticales directe- 
ment appliquées à Tare produisent sur une poutre AoA;, à deux 
appuis simples et ^l" la quantité analogue pour les charges agissant 
sur la poutre A* A]J^, en sorte que [jl et [jl" sont connus, on a, dans la 
travée //, 

M = jx -r- A/— B/X — qy^ 
M'= jx'-.-AÎ-T-BJ^, 

où A|, B|, A^, B^ sont des constantes inconnues variables d'une 
travée à Tautre, tandis que le coefficient q qui représente la poussée 
de Tare est le même dans toutes les travées. Par suite, 

est, dans la travée quelconque //, de la forme 

M"'- IJL'-A-HL-f-Ar-f-Bfjr-^Avjr. 
où 

Ar-AJ-A-A/, 

b;':=:b;-X:B/ 

ont deux nombres constants pour chaque travée. 



Concevons {fig- Bo, PI. XXXIX) qu'on ait consLruil : 

I" Ud polygone fuoiculaire i-a'^a^t, <Ie disUace polaire quel- 
contjue q^ des charges directement appliquées sur Tare et soient :, 
les ordonnées connues comprises entre ce polygone et sa corde; 

a" Un polygone funiculaire a^^u PÔ de même distance polaire ç* 
des charges directement appliquées à la poutre et soient 3^ '^^ or- 
données de ce polygone comptées depuis sa corde. On aura , 

1 |A = 9l,-n. J 

Amplifions les ordonm-es z^ dans le rapport constant et |)Liri^ 
ment numérique k'.\. 

Helrancbons les ordonnées amplifiées kz^ de celles z^, de ran- 
uière à ohlenir un polygone «ÔYÔPo dont les ordonnées compter 
depuis la corde a'^pÔ soient , 

(î>) <-;>'„ -Ai,. I 

On aura 1 

M*= qt^^-k- Kl -4- B7:f — qky. 

Soit a"_, aj" une droite entièrement arbitraire et soient f les 
ordonnées du polygone «aToPÔ comptées depuis cette ligne. Dam 
chaque travée, elles ne diffèrent de celles z\ comptées depuis 1^ 
corde a^ ?o (("^ p^r une fonction linéaire de x ; donc nous pouvons 
encore écrire 

M" = îos"-*- AJ' -t- b;' 3- — çA-_K, 

A^', B,-' étant de nouvelles constantes. 

De même l'ordonnée y de l'arc {fig. B) est comptée depuis 1» 
corde A^ A„. Mais, si, dans chaque travée /,-, on la compte depuis 
une ligne de fermeture arbitraire Oi_iai et qu'on appelle yi celle 
nouvelle ordonnée, elle ne diffère aussi de y que par une fonction 
linéaire de x différente d'une travée à l'autre, de sorte qu'on pourra 
écrire 

M" = yo-ï" — çArji-H A(-t- BiX, 

A,-, Bj étant de nouvelles constantes. 

Enfin, si les ordonnées _)'( sont jugées trop petites au point de 
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vue graphique, on pourra mener la corde A/_| A,-, amplifier les or- 
données de l'arc A/_| A,- comptées depuis cette corde dans un rap- 
port arbitraire m : i qu'on prendra le même pour toutes les tra- 
vées. 

Amplifions dans le même rapport les ordonnées de la ligne de 
fermeture a/_i a/, de sorte que les ordonnées du nouvel arc A/_j KA/ 
comptées depuis cette dernière ligne que nous désignons par aj._, ab- 
sout celles ^1 multipliées par m. 

Si on les appelle j^, on aura 



y 

m 



et 



(36) W^=q^£"- ^V-^A^-hB,^, 

et cela, quelles que soient les lignes de fermeture aj., aj et a^._, a\. 
Suivant le choix qu'on fera de ces lignes, dans chaque travée, 
les deux constantes A/ et B/ relatives à cette travée se modi- 
fieront. 

Ceci posé, considérons une poutre AoA,,, dont les extrémités 
Ao et A,i aient mêmes sujétions que celles de l'arc et dont les 
points A)- situés sur les verticales des palées soient assujettis à 
subir les déplacements connus i^)-, déplacements nuls si Ton fait 
abstraction des effets de la température sur l'arc. 

Supposons que cette poutre porte des charges fictives telles que, 
dans chaque travée, elles admettent le polygone a* y^'^* pour poly- 
gone funiculaire de distance polaire q^. Ces charges ne sont autres 
que celles que supporte la poutre, plus k fois celles que supporte 
Tare, prises en sens contraires^ si donc ces dernières sont nulles, 
comme il arrive le plus souvent, le polygone a'JjY^'p'i coïncide 
avec celui aoToPo ^^ ^^^ relatif aux charges que porte la poutre. 

Déterminons, ce que nous savons faire graphiquement, les mo- 
ments de flexion que ces charges et les dénivellations v\ produisent 
dans la poutre, en d'autres termes, déterminons les lignes de fer- 
meture des polygones funiculaires a^Yo'Po» ^ partir desquelles on 
devra compter les ordonnées de ce polygone dans chaque travée, 
pour qu'elles soient proportionnelles aux moments de flexion dont 
il s'agit, et ce sont ces lignes que nous prendrons pour les lignes 
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a^,ciî, de scMTte qae les momeats de flexion cherchés soieal 

(37) lt^g.j^. 

• 

Il résulte de là que les quantités connues M"^ ou jr«s"^ mises i h 
place de M^ dans les équations (3i) et, suivant les cas, dans les 
deux premières des ^nations (33), (33'} ou (33')| satisfont idealî* 
quement à ces équaUons. 

Considérons à présent la même poutre A«Â«, mais en supposant 
tous les points A^ de niyeau avec les appuis extrêmes; soj^ 
sons4a soumise à des charges verticales qui, dans chaque tniTée 
A^., A|, admettent pour courbe funiculaire Tare A|.| KAj et cher- 
chons les moments de flexion qui y sont produits, c'estp-à-dire les 
lignes de fermeture de ces cpurbes funiculaires. Ce sont ces lignes 
que nous prendrons pour les lignés de fermeture a^.^ a^. Il en ri» 
suite que les ordonnées y comptées depuis ces lignes, étant mises 
à la place de M^ dans les équations {3t) privées de leurs H^mis 
membres et, suivant les cas, dans les deux premières des équa- 
tions (33), (33')y (33^), satisferont identiquement à ces équations. 

De ce qui précède, il résulte que les expressions 

mises à la place de M'", satisfont aux équations (3i) et aux deux 
premières des équations (33) ou (33') ou (33") suivant le cas où 
Ton se trouvera et cela quel que soit q. 

Comme M'" doit satisfaire à ces mêmes équations, il faut d'après 
(36) que les expressions linéaires 

mises à la place de M'" dans les équations (3i) privées de leurs se- 
conds membres et dans celles (33) ou (33') ou (33"), y satisfassent 
aussi. On verrait, comme au § 4, que cela ne peut avoir lieu que 
si tous les coefficients A/ et B/ sont nuls; d'où résulte 

(37') M'"^7o-"'- -y, 

tu 

où tout est connu dans le second membre, sauf la poussée. La 
fonction M" est ainsi déterminée à ce coefficient q près. 
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b. Réactions produites sur les appuis par les moments de flexion M'". — 
îifTéren lions Texpression de M'" par rapport 'à x : on aura 

dW _ dz'" qk dy\ 
Ox ^^ ÔT m dx * 

'où, pour la réaction sur un appui A^ de la poutre Aq A', . . . A« 



38; 



/ /àyr\ foyrx _ r/oz"". (ôz"'\ i 

m \\dx J+i \ dx / -i\ 



Le premier membre représente la réaction comptée positivement 
e bas en haut que le moment de flexion M'" produirait sur 
'appui A/. Appelons RJ cette force fictive. On aura 

38') r;:'^^,;,,._?^,.;, 

n posant, pour abréger, 

3 [^ix).r{:^)-r'^''^ 

\ ^ OxJ^i \ôx).i ~- '^'\ 

Les quantités Tq/ et /•) sont faciles à mesurer sur Tépure. 
L'ordonnée z'" est une fonction de l'abscisse x et est indépcn- 

lanle de l'ordonnée y de l'arc. Donc la dérivée -"- n'est autre que 

::; coefficient angulaire répondant à l'ordonnée z''\ Cette ordonnée 
st celle du polygone a,,Yo ?o comptée depuis la ligne de fermeture 



dz"' 



On devra donc mesurer le rapport ~- de part et d'autre de 
haque appui A,-. 
Pour avoir, par exemple, ( -p ) » c'est-à-dire immédiatement 

gauche de A), il suffit de mesurer à une échelle arbitraire, en 

lillimètres par exemple, les ordonnées \i\dl et cd" de deux 

•oints P^ et c du premier côté du polj'gone et, à la même échelle, la 

istance horizontale A.r entre les verticales ^f^d] eicd" et calcider 



le rapport niimérique 

/^'\ =. ^'i "" — '^'^" 

Ceci suppose loiiicfois que les ordonnées des polygones futii- 
ciileircs ont été portées à la même échelle que les abscisses. Si 
féclielle des ordonnées était a, 3, ... fois plus grande que celle 
des abscisses, le second membre de la dernière équation devrait 
lÎLrc divisp par a, 3, .... Pour avoir de suite ce second membre, 
on prendra Ajc égal à un nombre simple, par exemple égal à 5" 

Si le premier côté du polygone analogue ii Et'„YÔ^'o dans la travée 
suivante est P^c, et si la ligne de fermeture dans cette travée «t 
o"'"l.,i '^" aiirail de même 






eu .«upposanl que les deux verlicales considérées soient toujours 
à la môme distance àx. 

Le signe — vient di- ce que l'ordonnée de la droite '^'^c, comptée 
depuis a'^a'^^ décroît, quand x croît ou que le coefficient d'incli- 
naison de cette droite est négatif. 

On a donc ainsi facilement les grandeurs purement numériques 
Tj,- et, en les multipliant par la distance g^ mesurée à l'échelle des 
forces, on aura les produits ^o^oi' 

En ce qui touche les dérivées partielles -^. il faut observer que 
y est de ta forme 



ày_ 



En d'autres termes, -^ est constant dans chaque Iravée AJ^jAi 
et égal au coefficient d'inclinaison de la ligne de fermeture Oi-ili 
relative à cette travée; ce coefficient se mesure comme les précé- 
dents. On trouvera donc aisément les grandeurs purement numé- 
riques r'j et, par suite, celles — ■ Elles devront être multipliées par 
le facteur qfc. 
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Ainsi, on connaît graphiquement les forces auxiliaires RJ, 
comme on connaît le moment de flexion auxiliaire, c'est-à-dire au 
coefficient q près. 

Remarque, — Les opérations (a) et (6) qui précèdent peuvent 
se résumer ainsi : on suppose l'arc AoA/i détaché de la poutre, ses 
points d'attache étant supposés fixes, si l'on fait abstraction des 
effets de la température, et assujettis à prendre des déplacements 
verticaux 

si l'on en tient compte. 
On le suppose soumis : 

i" A la poussée inconnue q qu'il subit effectivement*, 

2° A des charges verticales égales à celles que supporte la 

poutre et à celles qu'il porte lui-même, ces dernières changées 

de sens et multipliées par k. 

Le moment de flexion qui en résulte en chacun de ses points 
est celui M'" et la réaction sur chaque appui A, est celle RJ. 

c. Détermination des réactions exercées par les palées sur la poutre 
droite A'J Â^, an coefficient g prés. — Après la recherche des grandeurs 
fictives dont il vient d'être parlé, nous pouvons procéder à celle 
des réactions que subit effectivement la poutre droite reliée à 
l'arc. 

Nous avons montré que la fonction 

dx 

est continue au passage des appuis. Or l'équation de définition 
(29) donne 



et 



en sorte que 



_ M"' -h W 
M = -^ 

4" «^f-J.)^'' 



dx dx 

est continu au passage des appuis. 



4H naTB II. 

Et, comme k eti constant, 






est «oMi cootîna, soit 

on 

ooy en YcrUi de (SS'), 

Le premier membre est k réaction R^ qae subit effe^stivameol 
la poutre droite A* A]^ au point A^. Ainsi 

(40) R;=2i£^_yit_jl_» 

où tout est connu, sauf la poussée q, 

d. Recherche du moment de flesdcn M' dans la poutre droite au coef- 
ficient q prés. — Nous pouvons supprimer les palées A,A^ sans 
modifier l'état de la poutre A^A^J,, pourvu qu'aux charges données 
qui lui sont directement appliquées on adjoigne les réactions % 
qu'elles produisent. Nous n'aurons ainsi à considérer cette poutre 
qu'avec les deux seuls appuis extrêmes A^, A^, simples ou en- 
castrés, suivant les données du problème. Supposons d'abord 
qu'elle ne supporte que les charges qui lui sont directement ap- 
pliquées et aucune réaction RJ. Soit q^^Q le moment de flexion 
facile à trouver graphiquement, puisqu'il s'agit d'une poutre à 
deux appuis seulement, qui se produit en chacun de ses points. 

Supposons ensuite que les charges qui la sollicitent réellement 
soient supprimées et qu'elle ne supporte que la force r©/ en chaque 
appui A|, cette force étant ascendante ou descendante suivant que 
/'o« est positif ou négatif. 

Soit J^Q le moment de flexion qui en résulte en chacun de ses 
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points, de sorte que, si ce sont des forces ^" "/ qui agissent, le 

v/ 

moment de flexion sera -^^4* 

i-h A- 

Supposons enfin que les seules forces appliquées soient celles 

r), ascendantes ou descendantes suivant que leurs valeurs sont 

positives ou négatives et soient ^ les moments de flexion qui en 

résultent, de sorte que, sous Faction des forces — ^ , ces 

^ ' m iH- A: 

moments seraient — ' 



m I -4- X: 

En vertu du principe de superposition, le moment de flexion 
effectif Rr sera 

(il) M'^c^oîoH j-3^f y 

où tout est connu, sauf la poussée q. 

e, Détermmation du moment de flexion M de Tare an coefficient q près. 

— On a 

M— \r 

D*ailleurs 

M" = qoz'^ - 2^ y. 

D'autre part, M" est donné par (1i). 
Donc 

/, Détermination de la poussée g, — Si l'on porte cette expression 
de q dans l'équation (28, § iO) 



y -jf- dx -h Eo^T/// = o, 



il viendra, en ajant égard à F-^ A*I', 



y 



J -"-^X^^V .. -. ..a^v,- |J/(^, -y)f,,.- o 




*c rt^duiâuiiL au [iieiiiiei' Icnne si l'on fali abslraclion des effets de 
la température. 

Si l'on suppose de plus 1" constant et (jirou remplace le* y par 
des somoies 






que l'on coDslruil comme les expressions analogues trouvées pré- 
cédemment, nn voit que la poussée g varie beaucoup avec la va- 
leur de /:. Si l'on fait k:= », soit ^^ 

ce qui suppose qu'on ne tient pas compte de la raideur de la 
poutre droite, la poussée q sera la même que si les charges por- 
taient directement sur l'arc. 

Les opérations successives à faire sont alors celles-ci : 

1° Supposer une poutre droite fictive AgA», de section con- 
stante, dont les points intermédiaires A| seront des appuis simples, 
tous de niveau et fixes. 

Déterminer le moment de flexion M'" ;= q^ z™, dans cette partie, 
sous l'influence des charges qui agissent sur la poutre donnée, 
ainsi que les réactions correspondantes Rbi^ <^jr,,- sur les appuis. 

A l'aide des moments M'" déterminer une première valeur du 
moment d'inertie I" à donner à la poutre et, à l'aide des charges R«, 
agissant sur l'arc, considéré comme un arc ordinaire à deux appuis, 
déterminer de même une première valeur à donner au moment 
d'inertie I de l'arc; d'où l'on déduira I' = I -^■ 

On adoptera pour k = 
membre. 



une valeur moyenne du second 
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2® Supposer celle même poulre soumise à des charges verlicales 
fictives, telles que, dans chaque travée A)_jA^-, la courbe funiculaire 
de ces charges soit la partie correspondante A|_i A/ de Tare donné 
limité par sa corde et déterminer les lignes de fermeture corres- 
pondantes. 

On simplifie beaucoup l'opération en regardant les portions de 
Tare comprises entre deux points d'attache consécutifs comme des 
arcs de parabole (§ 468). On sera aussi amené à amplifier les or- 
données de ces arcs dans un rapport m : i et à déterminer les lignes 
de fermeture des arcs amplifiés. Soient j^ les ordonnées comprises 
entre les arcs ainsi amplifiés et leurs lignes de fermeture dans 
chaque travée; soient r\ les réactions correspondantes sur les 
appuis, c'est-à-dire les réactions qui se produiraient si y étaient 
des moments de flexion effectifs, en sorte que 

'•'=(^L-(^i)-/ 

qu'on relève sur Tépure comme coefficients angulaires, ainsi qu^il 
a été expliqué. 

3** Ces recherches réunies fournissent le moment de flexion M'" 
que les charges données eussent produit sur l'arc en supposant les 
points d'attache A/ fixes, à savoir 

Par suite, la réaction R' que subit eff*eclivement la poulre droite 
donnée au point A]|- sera 

^'- — mt — 

4° Connaissant, au coefficient q près, les réactions R^ aux points 
AJ, on trouve, à ce même coefficient près, le moment de flexion 
M" dans la poutre, puisqu'elle peut être considérée comme une 
poulre à deux appuis A^ et A', soumise aux charges données et 
aux réactions connues R*; on cherchera d'abord le moment de 
flexion M'^^ qui se produirait si l'on avait y = o, puis celui M', qui 
se produirait si Ton avait // = i , et l'on aura 

M' = M'i — M", q. 
m. a? 



4i8 non o. — ami oomnn» sr amb iniis a m» fomn oomnifaM. 

S? Ayant M^ et Bf exprimés linéairement mi 9, on a, i 
canae de 

le moment de flexion M de la même manière. 
Portant cette valeur de M dans Téquation 



f^ 



qoi'se réduit i 

et approximatiyement à 

on obtient la poussée g. 

6^ Les moments de flexion M et M' étant ainsi connus, on en 
déduit de nouveUes valeurs pour }es moments d^inertie I et F par 
la condition d'égale résistance. 

j/^ Ayant ces valems, on en cherchera, si on le désire) d'autres 
plus exactes en ayant égard à la température. 

Soit Xi Tune des températures extrêmes que peut subir la travée 
/$. Géuéralement tj aura la même valeur t pour toutes les travées. 

Od recommencera les opérations précédentes en adoptant pour 

r 

A* la valeur moyenne du rapport p qui vient d'être trouvé. 

De même on prendra, si l'on ne veut pas avoir égard à la varia- 
bilité de F, une valeur moyenne de F. 

Dans l'opération i", au lieu de supposer les appuis de la poutre 
fictive tous de niveau, on leur attribuera des ordonnées 

PÎ = E St^/, 

les ordonnées ^j de l'arc étant comptées depuis sa corde. 
Les autres opérations subsistent sans changement. 
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